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Predgovor

U osnovi ove disertacije prozimaju se teorija vjerovatnoce i matematicke statistike 1

rezultati dobijeni primjenom numericke analize u statistici.

gadriaj disertacije podijeljen je na sedam glava, a svaka glava podijeljena je na
paragrafe. Paragrafi, definicije i tvrdenja, numerisani su sa dva broja, pri éemu je prvi

od tih brojeva redni broj glave, a drugi je redni broj paragrafa, definicije ili tvrdenja.

Prva glava je uvodnog karaktera, tu smo naveli osnovne pojmove iz oblasti vjerovat-
noce, statistike i numericke analize. U prvom paragrafu je uveden prostor vjerovatnoce
kao osnovni objekat proucavanja u Teoriji vijerovatnoéa. Datisu osnovni pojmovi iz ove
oblasti koju su neophodni za razumijevanje sadrzaja disertacije. Drugi paragraf je po-
sveden kopula funkciji. Njihova primjena pocela je pedesetih godina XX vijeka kada je
Sklar objavio rad u kome je formulisao i dokazao teoremu kojom se visedimenzionalne
apsolutno-neprekidne raspodjele na jedinstven nac¢in povezuju sa kopula funkcijama.
Kopule su veoma vazno orude u prouc¢avanju zavisnih sluc¢ajnih velié¢ina. Naime, mjere
zavisnosti kao Sto su Spirmanov ro, Kendalov tau ili Dzinijev koeficijent se efektnije
proucavaju ukoliko imamo poznatu kopulu. S druge strane poznavanje kopula omo-
gucava i proucavanje zavisnosti na repu raspodjele (engl. tail dependence). Dakle, kopu-
le omogucavaju fleksibilniji pristup proucavanju visedimenzionalnih raspodjela. S druge
strane kopule nalaze i prakticnu primjenu u gotovo svim ostalim naukama. Cetvrti para-
graf je posvecen osnovnim elementima matematicke statistike i najvaznijim rezultatima
koju su znacajni za kasnija zakljucivanja. U nastavku smo dali pregled specijalnih funk-
cija koje su nam bile potrebne u toku istazivanja. Takode smo naveli definicije i osnovne
karakteristike Furijeove i Melinove transformacije. Poseban paragraf je posve¢en nume-
rickim metodama. Numericki proracun jednodimenzionalnih integrala ili kvadrature je
jedna od najstarijih grana numericke analize. Ovaj paragraf fokusira se na metodama
baricentricne interpolacije i singularne dekompozicije. Pored osnovnih teorijskih poj-
mova, naveli smo i prakticne primjere prikazane u softveru MATLAB. U posljednjem

paragrafu u ovoj glavi opisana je jednodimenzionalna logisticka raspodjela.




U drugoj glavi predstavljeni su neki od dosadasnjih rezultata koji su postignuti u
okviru ove teme. Dat je kratak pregled najznacajnih istrazivanja koja su nam koristila
u izradi distertacije. U daljim glavama prikazani su originalni rezultati.

Treca i cetvrta glava su posveéene raspodjeli linearne kombinacije nezavisnih logi-
sticki raspodijeljenih slu¢ajnih velicina. Cilj je da se nadu taéna funkcija raspodjele i
funkeija gustine pomenute linearne kombinacije. Pokaza¢emo da se raspodjela linearne
kombinacije nezavisnih logisticki raspodijeljenih slucajnih veli¢ina moze izraziti u obli-
ku Foxove H funkcije. Poseban paragrafl u trecoj glavi posveéen je opisu algoritma koji
se koristi za numericko izracunavanje vrijednosti Foxove H funkcije.

U cetvrto] glavi je opisana primjena metoda za numericku inverziju karakteristicne
funkeije. Na osnovu algoritma koji se bazira na numerickoj inverziji karakteristicne

funkeije provjerava se pouzdanost algoritma baziranog na Foxovoj H funkeiji.

S obzirom da je u literaturi veoma malo radova posveceno visedimenzionalnim logi-
stickim raspodjelama (iskljucujuéi standardnu dvodimenzionalnu logisticku raspodje-
lu) u petoj glavi opisali smo konstrukeiju dvodimenzionalne logisticke raspodjele koja
¢e nam omoguciti proucavanje raspodjele linearne kombinacije dvije zavisne logisticki
raspodijeljene slucajne velicine. Poseban paragraf posveéen je opisu algoritma za nu-
mericku inverziju dvodimenzionalne karakteristicne funkcije. Nakon toga dat je opis
algoritma za generisanje sluc¢ajnih brojeva, sto ¢emo dalje koristiti za izracunavanje

mjera zavisnosti za dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu.

Poznato je da linearne kombinacije slu¢ajnih veliéina nalaze Siroku praktiénu pri-
mjenu. U glavi Sest ilustrovana je njihova primjena koriste¢i odgovarajuce podatke iz

finansija.

Tema sedme glave je test maksimalne vjerodostojnosti za dvodimenzionalnu logi-
sticku raspodjelu. Predloziéemo dvije test statistike i primjenjujuci Monte Karlo meto-

du izraéunadéemo kriticne vrijednosti za razli¢ite veli¢ine uzoraka.

Eoristim priliku da izrazim neizmjernu zahvalnost mentoru, profesoru Bozidaru Po-
povicu, na prijateljskoj saradnji, bezrezervnoj podrsci, veoma korisnim savjetima i su-

gestijama, kako u nastavnom tako i u nauénom radu i naravno pri izradi ove disertacije.

geskrajno sam zahvalna svojim roditeljima Dragoju i Vesni i sestri Andrijani, na

nemjerljivoj i svakodnevnoj paznji i podrsci. Ovaj rad posvecujem njima.

Podgorica, februar 2023. god. Andela Mijanovi¢




Izvod 1z teze

Cilj istrazivanja jeste proucavanje linearne kombinacije logistickih slucajnih veli¢ina.
Razmatramo metode za numericko izracunavanje funkcije gustine, funkcije raspodjele i
kvantilne funkcije linearne kombinacije n nezavisnih logisticki raspodijeljenih slucajnih
velicina. Koris¢enjem Melinove i inverzne Melinove transformacije pokazali smo da su
funkecija raspodjele i funkcija gustine izrazene u obliku Foxove H funkcije. Takode, im-
plementiramo algoritam za numericko izracunavanje Foxove H funkcije i uporedujemo
dobijene rezultate sa algoritmom koji je zasnovan na metodama numericke inverzije
karakteristi¢ne funkcije. [lustrovali smo primjenu razmatrane linearne kombinacije ko-

riste¢i odgovarajuce podatke iz finansija.

Dalji rad podrazumijeva nalaZenje raspodjele slucajne velicine Z; = aX + bY,
a,b € R, u slucaju kada su Xi Y zavisne logisticke slucajne velicine. Cilj je da nademo
metod za konstrukeiju dvodimenzionalne logisticke raspodjele koja ¢e nam omoguditi
proucavanje raspodjele slucajne velicine Z;. U tom cilju posmatrali smo karakteristi¢nu
funkciju

Oty ts) = 21T BT gty 1 — oty 1+ ity 4 ioats)
gdje je 7 imaginarna jedinica, B je dvodimenzionalna beta funkcija, mq, ms, t1,t2 € R,
o1,02 > (0. Nakon toga slijedi primjena metoda za invertovanje odgovarajuce karakteri-
sticne funkcije u cilju dobijanja gustine i funkcije rapodjele slu¢ajnog vektora. Gustina
sluéajnog vektora (X1, Xo), gdje X; : Log(m,, a;), m; € R, o, > 0, i = 1,2 data je

izrazom

+oo +oo

1 ,
F/ /e_rmzlﬂﬂﬂf.-'ﬁ(f-l;f-z)dﬂldz-

—00 — 0o

Buduéi da problem nije moguce rijesiti analiticki, predlazemo numericki algoritam za
inverziju dvodimenzionalne karakteristicne funkcije. Na taj nacin, u nastavku é¢emo for-

mirati algoritam za numeric¢ko izracunavanje vrijednosti kopula funkcije. Takode ¢emo
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predloziti algoritam za generisanje slucajnih brojeva za slucaj kada je dvodimenzionalna
raspodjela odredena svojom karakteristicnom funkcijom. Ovaj algoritam ¢e se zasnivati
na uslovnoj karakteristi¢noj funkeiji i taj pristup se prvi put javlja u literaturi.

Baviéemo se primjenom empirijskih funkecija u testu maksimalne vjerodostojnosti za
dvodimenizionalnu logisticku raspodjelu koja je specifikovana svojom karakteristicnom
funkcijom. U tu svrhu, predlozi¢emo dvije test statistike i primjenom Monte Karlo simu-
lacije odredi¢emo kriticne vrijednosti za razli¢ite velicine uzoraka. Takode, sprovedena

je simulaciona studija da bi se uporedila mo¢ predlozenih test statistika.
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Abstract

The subject of our consideration is to study the linear combination of logistic ran-
dom variables. We consider methods for numerical evaluation of the probability density
function, cumulative distribution function and quantile function of a linear combination
of n independent generalized logistic random variables. The exact cumulative distribu-
tion function and probability density faction are derived by using Mellin and inverse
Mellin transforms and they are given via the well known Fox H function. We will al-
so implement the algorithm for the numerical calculation of the Fox-H function and
compare the obtained results with the algorithm based on the methods of numerical in-
version of the characteristic function. We study the application of the considered linear
combination in the field of financial returns. Further work involves finding the random
distribution quantities Z; = aX + bY | in the case when X and Y are dependent logi-
stic random variables. The aim is to find a method for the construction of a bivariate
logistic distribution that will enable us to study the distribution of the random variable
Z,. To that end, we observed the characteristic function

Bty ty) = 2etmirtem) B(1 gt 1 —igyty, 1 4 ioyty + iopty) .
where is 1 imaginary unit, B is bivariate beta function, my,mq, t1,ts € R, 01,00 > 0.
This is followed by the application of methods for numerical inverting the corresponding
characteristic functions in order to obtain the density and distribution function of the
random vector. Join density function of random vector (X;.Xs), X, : Log(m;,c?),

m; ER, 0, >0,i=1,2is given with

+oo +0o

1 .
42 //871{L121+L222}‘?‘5("1="Z)dﬂldz-
™

—Do —00

Since the problem cannot be solved analytically, we propose a numerical algorithm for
the inversion of the hivariate characteristic function. Subsequently, it will be possible to
create numerical algorithms for a copula function. We will also propose an algorithm for

generating random numbers for the case where the bivariate distribution is specified by

v




its characteristic function. This algorithm will be based on the conditional characteristic

function and this approach appears for the first time in the literature.

We will propose a goodness-of-fit test based on the empirical distribution function for
the bivariate Logistic distribution. For this purpose, we will propose two test statistics
and calculate critical values using Monte Carlo simulation. Also, a simulation study is

conducted to compare the power values of the proposed test statistics.
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Glava 1

Uvod

1.1 Slucajne velic¢ine: osnovni pojmovi

g ovoj glavi dajemo pregd teorije pojmova i rezultata iz teorije vjerovatnoce, sta-
tistike i numericke analize, koje ¢emo koristiti u radu. Ove teme su detaljno obradene

u veoma bogatoj literaturi, a posebno treba istaéi udzbenike [38, 29, 22, 28, 30].

1.1.1 Vjerovatnosni prostor, dogadaji, nezavisnost

Vijerovatnosni prostor je matematicki model svakodnevnih situacija ili procesa sa
poznatim skupom moguéih ishoda. Nepoznato nam je koji ¢e se ishod desiti ali mi

definiSemo vjerovatnoce realizacija odredene grupe ishoda.

Vjerovatnosni prostor ¢ine tri komponente: prostor ishoda €2, sigma - polje dogadaja
A 1 vierovatnosna funkeija P. Prostor ishoda Q je skup ishoda koji se mogu desiti u
procesu koji modelujemo. Odredenim podskupovima od €2, koje nazivamo dogadajima,
dodjeljujemo vjerovatnoéu da dobijemo odgovarajuéi ishod. Drugim rijecima, za pod-
skup A C Q, vijerovatnoéa P(A) je broj koji opisuje 3ansu da dobijemo ishod iz A. Ako
se ostvari ishod koji odgovara dogadaju A, konstatujemo da se dogadaj A realizovao,

a u suprotnom da se nije realizovao.

Primijetimo da se vjerovatnoéa ne dodjeljuje svim podskupovima prostora ishoda.
Neka A oznacava kolekeiju svih dogadaja (podskupovi kojima je vjerovatnoéa dodije-
ljena). Onda vjerovatnoca je funkeija P : A — [0, 1].

Neka je uredena trojka (€2, A, P) mjerljiv prostor. Tada vrijedi sljedece.




Prvo, A je sigma - polje dogadaja, odnosno a) cio prostor Q je dogadaj; b) ako je A
dogadaj, tada je i komplement dogadaja A, A == Q\ A dogadaj; ¢) bilo koja konaéna
ili prebrojiva unija dogadaja je dogadaj.

Drugo, P je vjerovatnosna mjera. Osnovno svojstvo vjerovatnosne mjere je prebrojiva
aditivnost - $to znaci da za bilo koji konacan ili prebrojiv skup disjunktnih dogadaja

1mamo

P (LJJAlJ) = %:IP(AJ-).

Vierovatno¢a je normirana tj. P(Q2) = 1.

Dogadaji g i B su nezavisni ako je
P(AB) =P(A)  P(B).

Definicija 1.1. Za dati prebrojivi ili konacéni skup indeksa I, kaZemo da je kolekcija
dogadajo C = {A; : i € I} u parovima nezavisna ako za svako i,j € I, P(A;A;) =
P(A)P(A)).

1.1.2  Slucajne velicine i njihove raspodjele

U stvarnom Zivotu, ¢esto nas ne zanimaju toliko ishodi w iz prostora €2, koliko
numericki rezultati koji zavise od w. Na primjer, mnogi kockari su vise zabrinuti za svoje
gubitke nego aigre koje dovode do njih. Takva posljedica, vodi do prirodnog prelaska
sa skupa 2 na skup realnih brojeva R. Taj prelazak se ostvaruje uz posredovanje funkeije

koja se naziva slucajna veli¢ina.
Definicija 1.2. thorski prostor V' je euklidski vektorski prostor ako je V' vektorski
prostor nad R, i na njemu je definisano preslikavange (-,-) : V x V. — R takvo da je
1. za sveu,v €'V vazi (u,v) = (v, u);
2. za sveu,v,w €V ia,f € R vazi (au+ fv,w) = afu, w) + 5{v, w);

3. za sveu E@méﬁ da je (u,u) = 0@ {u,u) =0 ako i samo ako je u = 0.

Ovakvo preslikavanje zovemo skalarne proizvod.




Neka je R skup realnih brojeva, dok R" oznacava Euklidov prostor dimenzije n. Sa
B™ oznaci¢emo Borelovo sigma polje, najmanje sigma polje podskupova od R", koje
sadrzi sve otvorene skupove. Takode pisemo B := B'.

Neka su (2, F) i (A, G) mjerljivi prostori i f je funkeija iz Q u A. Funkeija f se
naziva mjerljiva funkeija iz (Q, F) u (A, G) ili F - mjerljiva funkecija ako i samo ako je

f'G c F.

Akoje A =R 1iG = B (Borelovo o polje), tada se f naziva Borelova mjerljiva funkeija

ili Borelova funkcija. Jasno je da je svaka neprekidna funkcija i Borelova funkcija.

Slucajna veli¢ina je bilo koja mjerljiva funkecija X : (Q,.4) — (R, B). Ovdje mjerljiv

znaéi da za bilo koji skup B € B imamo da
X' B)={we:X(w)eB}e A
Raspodjela od X je mjera na (R, ) definisana sa
Py(B):=P{X € B}, BeB.

Definicija 1.3. Funkcija raspodjele slucajne ?Jeliéi-rze§ (ili krace funkcija raspodjele)
je funkcija Fx = F : R — [0,1] zadata sa

Fx(r) = Px(—oo,r| =P{X <r}, reR.
Funkcija raspodjele moze se definisati i kao Fx (r) = P{X < r}. Slu¢ajne veli¢ine su
jednako raspodijeljene ako se njihove raspodjele poklapaju.

Slucajnoj velicini X pridruzujemo sigma - polje
Ax ={XY(B),BeB} C A.

Znajudi samo vrijednost od X, mozemo utvrditi da li se realizovao neki dogadaj iz Ax.

Slucajne veliéine X, Xo, ..., X, su nezavisne ako su bilo koji dogadaji
‘41 € AX]: ‘42 € AXZ: "':‘47:. € AXn

nezavisni. Drugim rije¢ima, za bilo koje skupove By, B, ..., B, € B dogadaji {X; € B},
{Xs € By}, ..., {X,, € B,,} moraju biti nezavisni.

U vjerovatnoci je uobicajeno da ne pravimo razliku izmedu sluéajnih velicina X 1

Y takvih da P(w : X(w) # Y (w)) = 0. Stavise, prilikom definisanja slucajne veli¢ine,
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dozvoljeno je da se ostavi nedefinisana na skupu (dogadaju) ¢ija je vierovatnoéa rea-
lizacije jednaka (. Ovakva nepreciznost, nema uticaja na raspodjelu slucajne velicine
niti na bilo koju njenu vjerovatnosnu osobinu.

U primjenama najcéesée sre¢emo diskretne ili apsolutno neprekidne raspodjele.

Raspodjelu slucajne velicine X kao i samu sluc¢ajnu veli(.‘?u nazivamo diskretnom
eka je W = {x; :i € I},
skup indeksa I je konacan ili prebrojiv, skup realizacija slucajne velicine X. U ovom

ako je njen skup realizacija (kodomen) konacan ili prebrojiv.

slucaju raspodjela slucajne velicine X je data vjerovatnocama p,; == P(X = z;), j € I,

koje moraju zadovoljavati jednakost

ij =1

Jel

Neka je X slucajna velicina diskretnog tipa koja ima realizacije aq, as, ..., tako da
pla;) > 0, plai) + plaz) + plag) + ... = 1,

tada

F(a) = Z pla;).
;<
Primijetimo da jegeraspodjela slucajne veli¢ine X odredena funkcijom raspodjele F'(a).
Naime, tacke a; U kojima funkcija F(a) ima skok su vrijednosti slucajne veli¢ine, a
visina skoka jednaka je vjerovatnoé¢i sa kojom se uzima odgovarajuca vrijednost, tj.

jednaka je p(a;).
Navescemo osobine funkcije raspodjele:
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1. F(z) je monotono Eopadajuéa funkcija.

2. F(—o) = _lim F(z) =0, F(+o0) = _lim F(z) =1.
T——00 I—+0C

3. F(x) je neprekidna sa desne strane u svim tackama, tj. Vo € R, F(z+0) = F(z).

Raspodjelu slucajne velicine X nazivamo apsolutno - neprekidnom ako postoji gustina
raspodjele fy (), tj. nenegativna, integrabilna funkcija na R, takva da

P(X € B) = Px(B) = /fx('r)dr, BeB.
B




Jasno je da
+0oo
/ fx(r)dr=P(X € R)=PF(Q) = 1.

Postoji jednostavna veza izmedu funkcije raspodjele i funkcije gustine kod slucajnih
veli¢ina apsolutno-neprekidnog tipa. Neka je X slu¢ajna veli¢ina apsolutno-neprekidnog

tipa zadata sa funkcijom gustine fx (). Tada iz integralnog racuna slijedi da je

P ppr <y = [ et i futa) =

dx

Pretpostavimo sada da je T slu¢ajna velicina apsolutno neprekidnog tipa sa funkcijom
gustine f(¢) i funkeijom raspodijele Fr(t) = P{T < t}. Cesto je za rad pogodnije

posmatrati komplement od funkeije raspodjele, funkeiju prezivljavanja, definisanu sa
Fr(t)=P{T >t} =1— Fp(t) = /f(:r:)d:r. (1.1)
¢

U daljem izlaganju vaznu ulogu ¢e imati uopsteni inverz monotonih funkeija, koje nijesu
obavezno strogo monotone. Ovdje ¢emo navesti definiciju uopstenog inverza monotono

neopadajuée funkcije.

Definicija 1.4. Neka je F : R — R proizvoljna neopadajuca funkcija i R = R U
{+o0c} U {—oc}. Uopsteni inverz funkcije F je funkcija F~' @ R — R, definisana
pomodéu nejednakosti

F(y) = inf{z : F(z) > y).

pri ¢emu je inf{} = +oc.
Za funkciju raspodjele F, inverzna funkcija raspodjele F~! definisana je kao
Fl(y) =inf{z: F(z) >y}, y € 0,1].

Funkcija F~! zove se jos i kvantilna funkeija.

Definicija 1.5. Neka je X slucajna velicina apsolutno - neprekidnog tipa @ neka je p
broj izmedu 0 i 1. Kvantil reda p ili 100%p percentil od raspodjele slucajne velicine X je
neki broj g, € R = RU{+oc} U{—oc} takav da P{X < ¢,} = pi P{X > ¢} > 1 —p.




Raspodjela vektora slucajih veli¢ina X, Xo,..., X, koje su definisane na istom vje-

rovatnosnom prostoru je mjera Py, x, . x, na (R", B") data sa

Px, x,...x,(A) =P{(X1, Xs,.... X)) € A}, Ae B
Funkcija raspodjele kolekcije sluéajnih velicina Xy, Xo,..., X, definisana je sa
F(xl, T2, "-:x‘n) = P{Xl S xl:XQ S x?:---:Xn S xn}-

U mnogim primjenama teorije vijerovatnoce desava se da je data raspodjela neke slucajne
velicine X i da treba odrediti raspodjelu slucajne velicine g(X), ili je potrebno odre-
diti raspodjelu slu¢ajne velicine (X, Xs, ..., X)) kada je poznata raspodjela slu¢ajnog
vektora (X, Xo,.., X,,), gdje je g neka funkeija.

Teorema 1.1 ([29]). Neka su X1, Xo, ..., X, slucajug velicine sa zajednickom funkci-

jom gustine f(xy,....x,) i neka su sluéajne velicine ¥, Y5, ... Y, definisane sa
Vi=g(X,...Xa), Y2 = g2(X1, ..., Xa), .., Yo = ga( Xy, .., Xi),

gdje su g1, go, .... gn. diferencijabilne funkcije n promgjenljivih. Pretpostavimo da sistem
Jednacina

h = gl(:’rlj "'::’rn):yQ = gQ(fE], Tt :’rn): v lYn = gn(xl: "'!xﬂ)i

ima jedno ili vise, recimo m, rjesenja po ry, ..., Tn,

Ty = h"f] (ylz Ty yﬂ-): Ty = h‘fz(ylz Ty yn): ey = h‘fn(yl: Ty yn);
. . L . R o
gdje je 1 = 1,2, ..., m. Neka postoje neprekidni prui parcijalni izvodi a;_": j=12..n.
I
Oznacimo sa Jy, ..., J, Jakobijane ovih m transformacija,
dy dy2 dyn
Jt'(yl:"':yn) = : : E
E}h;m E}h;m o E}h;m

thn 2 ' dyn

Tada je funkeija gustine za (Y1,...,Y,,) data sa
JrY1 ,,,,, Y. (.‘iflz sy .'i}n.) - Z Jr(h"h (yl: ELRE yn.): ey h‘in (.‘i;l: ey .'i}n)) |J‘f(y1: ey .'ifn:)l -
i=1
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1.1.3 Ocekivanje

Neka je X slucajna velicina definisana na vjerovatnosnom prostoru (£2,.4, ). Ako je

integral [|X(w)|P(dw) konacan, onda ocekivanjem od X nazivamo vrijednost
0

EX = /X(w)IP(dw).

Konkretno, ako je Py diskrentno, onda je
EX = Z:r:-IP{X =z},

2
ako red apsolutno konvergira. Ako red ne konvergira apsolutno, tada kazemo da slucajna

velicina X nema matematicko ocekivanje.

Naveséemo neke osobine o¢ekivanja.

¢ Ocekivanje od konstante: E(c) = c.

e Linearnost: E(¢; X + YY) = ¢,EX + ¢,EY;
Pravilo sumiranja moze se prosiriti na kona¢an broj sabiraka. Specijalan slucaj
je, B(X +¢)=EX + ¢

e Monotonost:
Ako je P(X = 0) =1, tada je E(X) = 0.
Slijedi da
PX>Y)=1 = EX >EY

(ako su sva ocekivanja dobro definisana).

e Neka su Xy, Xy, ..., X, slucajne veli¢ine definisane na istom vjerovatnosnom pro-
storu i neka je f(x) : R* — R!, x € R", mjerljiva funkecija. Onda

Konkretno, za jednu slu¢ajnu velicinu n = 1 imamo

Ef(X)= /f(:r:)PX (dz).




Stavljajuéi da je f(z) = z, imamo da

EX = [ xPx(dz).

R

Konkretno, kada Py ima gustinu p(-), tada je
+oo
EX = / xp(x)dr.

Primijetimo da EX je dobro definisano akko je f |z| Px (dx) < oc. Naglasimo
Rl

da egzistencija i vrijednost od EX je u potpunosti odredena raspodjelom od X.

Konkretno, jednako raspodjeljene slucajne veli¢ine imaju isto o¢ekivanje.

e Pravilo proizvoda za nezavisne slu¢ajne velié¢ine. Pretpostavimo da slu¢ajne ve-
licine X, X5, ..., X,, su nezavisne i da su njihova oéekivanja dobro definisana.

Onda njihov proizvod takode ima dobro definisano ocekivanje i

i= J=1
1.1.4 Disperzija

Disperzija sluc¢ajne velicine opisuje mjeru njene rasprienosti oko oc¢ekivanja. Defini-

sana je sa
DX = E(X — EX)Z
Alternativna formula za disperziju je:
DX =E(X?) — (EX)2
U nastavku ¢emo navesti osobine disperzije.

e Disperzija slu¢ajne velic¢ine je odredena njenom raspodjelom,

2

DX = [ «*Px(dx) — xPx(dr)
/ /

R

Konkretno, jednako raspodijeljene slucajne veli¢ine imaju jednaku disperziju.




e Nenegativnost: DX > 0.
e D(c)=0, D(X +¢)=DX.

e 2-homogenost:
D(cX) = ’DX, Ve € R.

Konkretno, I(—X) = DX.
U cilju da dobijemo 1-homogenost mjere rasprienosti (disprzije) mozemo razma-

trati standardnu devijaciju definisanu sa
o(X):=vDX.

Tada je naravno, o(e¢X) = |¢|lo(X). Jedna od prednosti standardne devijacije je ta
§to, zajedno sa ofekivanjem, izrazena je u istoj jedinici mjere kao i sami elementi

raspodjele.

e Pravilo zbira. Slucajne velicine XY, koje zadovoljavaju
EX? < 0o, EY? < 00

su nekorelisane, ako je E(XY) = EX-EY. Slijedi da su nezavisne slucajne velicine
nekorelisane.

Ako su slucajne velicine X, Y nekorelisane, onda imamo pravilo zbira
DX +Y)=DX +DY.

Isto tvrdenje vazi i za sumu konacénog broja u parovima nekorelisanih slu¢ajnih
velicina.

Konkretno, dobijamo pravilo sumiranja za disperziju nezavisnih slucajnih ve-
licina: ako su X, Xy, ..., X,, u parovima nezavisne slutajne veli¢ine, EX? < oo,
EX? < 00,..., EX? < o0, onda

D ZXJ. :Z]D)(XJ-).
1=1 i=1

Pogodnost pravila sumiranja daje disperziji odlu¢ujucu prednost u odnosu na
ostale mjere rasprienosti kao sto su standardna devijacija ili E|[X — EX]|.




1.1.5 Kovarijansa, E)eﬁcijent korelacije

Kovarijansa dvije sluéajne velicine XY je definisana sa
cov(X,Y) =E(X —-EX)(Y —EY)) =E(XY) - EXEY,

ako su sva oc¢ekivanja dobro definisana. Konkretno, kovarijansa je dobro definisana kada
je DX, DY < oc.

Naveséemo osnovna svojstva kovarijanse.

21
e Simetrija: %r(X, Y) = cov(Y, X).

e Bilinearnost:

cov(eX,Y) =c.cov(X,Y),
cov(X: + X0, V) = cov(X1, V) + cov(Xa, V).

e Povezanost sa disperzijom: cov(X, X) = DX.

. ﬂo su slucajne velicine X, ¥ nekorelisane, onda cov(X,Y) = 0. Konkretno, ako
jeEX? < 0o, EY? < noi slucajne velicine XY su nezavisne, onda cov(X,Y) = 0.

Zbog posljednjeg tvrdenja, kovarijansa se koristi za mjerenje linearne zavisnosti iz-
medu slucajnih velicina. Preciznije, odgovarajuc¢a mjera za linearnu zavisnost je normi-

rana veli¢ina

. cov(X,Y
pLXY) = ﬁ

(1.2)
koju zovemo koeficijet korelacije.

Prisjetimo se da za sluc¢ajne velicine X, Y uslov cov(X,Y) = 0 zma¢i dasu X 1 Y
nekorelisane. U sluéaju nenulte vrijednosti za kovarijansu slucajne velicine se nazivaju
pozitivno, odnosno negativno korelisane, u zavisnosti da li kovarijansa ima pozitivnu

ili negativnu vrijednost, respektivno. Osobine koeficijenta korelacije su sljedece:

e normalizacija: za bilo koje slu¢ajne velicine X, Y vazi

—1S.0%(,Y)£1.
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e (Fhomogenost:

pXY),
—p(X, Y)

> > (),
pleX +a,Y) = ‘ '

, <.

¢ Ekstrgmane vrijednosti: za bilo koju slucajnu velicinu X, takvu da EX? < oc, vazi
daje p(X, X) =1, p(X,-X)=-1.
Posljeditno, ako je p(X,Y) = 1, onda se X i Y razlikuju do na konstantu, tj.
Y =cX +a zanekoa € Ric>0.Slicno p(X,Y)=—-1vodidoY =¢cX +a, za
nekoaeRic<0.

Definicija 1.6. Neka je X = (X1, Xs, ..., X)) sluéajni vektor takav da za sve k €
{1,2,....n} vazi E(X}) < 4o0c. Matrica C = [¢ijluxn, gdje je c;; = cov(X;, X;) naziva

se kovarijaciona matrica sluc¢ajnog vektora X.

Jasno je da je kovarijaciona matrica C' simetricna n x n matrica koja na dijagonali
ima elemente D(X;.), k& € {1,2, ..., n}, a van dijagonale (za i # j) elemente cov(X;, X;).

1.1.6 Funkcija generatrise momenata

Funkcija generatrise momenata je veoma mocan alat koji se koristi u racunarskoj

statistici. U nastavku dajemo kratak teorijski pregled koji se moze pronadi u [36].

Funkcija generatrise momenata sluzi za odredivanje momenata k-tog reda, E(X*),

k € N, slucajne veli¢ine X pod uslovom da oni postoje. Funkeija generatrise momenata

definiSe se i za diskretne i za apsolutno neprekidne sluéajne veli¢ine.

Definicija 1.7. Neka je X slucajna velicina tokva da postoji realan broj h > 0 takav
da za svaki realan brojt € (—h,h) ocekivanje E(e'X) postoji. Funkcija My (t) = E(e'*)

zove se funkcija generatrise momenata slucajne velicine X .

Iz definicije 1.7 mozemo zakljuciti da funkcija generatrise momenata neée postojati
ukoliko ocekivanje E(e'*) ne postoji u okolini vrijednosti ¢ = 0. S druge strane, vri-
jednost My (0) uvijek postoji i jednaka je 1. MozZe se pokazati da funkcija raspodjele
F(x) slucajne veli¢ine X jednozna¢no odreduje funkciju generatrise momenata Mx(t)

ako ova postoji, i obratno.

Momenti slucajne velicine odreduju se pomoéu funkcije generatrise na sljedeci nacin.
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Teorema 1.2 ([36]). Ako postoji funkcija generatrise momenata slucajne veli¢ine X,

tada je moment k-tog reda slucajne velicine X konacan i jednak

d* My (t)

E(Xk) - dt*

t=0

Funkcija generatrise momenata ima neke interesantne osobine.

Teorema 1.3 ([36]). Ako postoji funkeija generatrise momenata My (t) slucajne ve-
licine X i ako su a # 0 ¢ b realne konstante, tada je funkcija generatrise momenata

slucajne velicine aX + b jednaka
M,x.p(t) = e My (at).

Teorema 1.4 ([36]). Ako postoje funkcije generatrise momenata My (1) i My(t) ne-

zavisnih slucajnih velicina X 1Y, tada je

Moy (t) = My (t) My (1).

Prethodna teorema moze se uopstiti i za konac¢an broj nezavisnih sluéajnih veli¢ina.

1.1.7 Karakteristi¢na funkcija

Definicija 1.8. Neka je X slucajna velicina éija je funkcija raspodjele Fx (x). Funkcija

+o0
ox(t) = Re'™X = / e dFx(x) zat € R, gdje je i = —1

—DC
naziva se karakteristicna funkeija slucajne velicine X .
Primijetimo, ¢ : R — C i funkcija raspodjele postoji za svaku slucajnu veli¢inu.

Integral sa kojim je definisana karakteristicna funkecija apsolutno konvergira odakle

slijedi konvergencija samog integrala.

Osobine karakteristicne funkcije su:

L (}I)X (U) =1.
o |ox(t) < 1.

o Ox(—t) = ox(1).
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Ako je raspodjela slu¢ajne velicine X diskretnog tipa tj. P{X =x;} =p;, j € J,
tada je

ox(t) = Z p, et

JeJ

Ako je sluéajna velicina X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom f(z) tada je

ox(t) = [ e rya.

R

Dakle, do na konstantu, karakteristicna funkcija je Furijeova transformacija od

gustine f.

ﬁo su X 1Y nezavisne, onda je ¢xiyv(t) = ¢x(t)py(t). Konkretno, ako su

X1, Xy, ..., X, nezavisne i jednako raspodijeljene slu¢ajne velicinei 5 == 3 X,
1<j<n

tada je os(t) = (0x,(1)) .

Za bilo koje a, c € R vazi da je
(;'I)r:X+u(!') = eim'(}l)X ((:!)

Ako postoji funkcija generatrise momenata Mx(t) sluéajne velidine X tada se

domen karakteristicne funkcije moze prosiriti na kompleksnu ravan i

o(—it) = Mx(t).

dx () je realno vrijednosna ako i samo ako je raspodjela od X simetritna, tj.
Px(B) = Px(—B) za svako B € B'.

Funkcija ¢ : R — C je nenegativno definitna, ako za svako n € N, t1,1s, ..., 1, € R,
C1,Co,...,Cn € C

Karakteristicna funkeija je nenegativno definitna. Zaista, kako je

T T T
Z Oty — te)e;or = Z Ee"”-i_““}xrzj?;\. = E( Z e“-er:J-e“*XF;\.) =

Jk=1 Jk=1 dik=1
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Preciznije, poznata Bohner-Hinéinova teorema tvrdi da ako je ¢ : R — C nene-
gativno definitna, neprekidna i ¢(0) = 1, onda postoji slucajna velicina X takva

da je ¢ox = ¢.

Cesto je lakse manipulisati karakteristiénim funkcijama nego funkcijama raspodje-
le. Ako je karakteristicna funkcija poznata onda mozemo izracunati funkciju raspodjele
koridéenjem teoreme o inverziji. U radu [39] procavana je inverzija karakteristiénih funk-
cija u cilju izracunavanja funkcije raspodjele. Teorija se zasniva na poznatim idejama

konvolucija, Lebegovih integrala i Furijeovih inverzija.

Na primjer, ako je karakteristicna funkcija ¢ x integrabilna, onda raspodjela Fx ima

gustinu f(-) i mozemo rekonstruisati gustinu pomocéu inverzne Furijeove transformacije

f(x) ! /e"‘“'q-'ax(!,)d!,. (1.3)

27
R

U opstem slucaju sljedeca teorema daje formulu inverzije.
Teorema 1.5 (Formula inverzije, [22]). Ako sua,b € R takvi da jea < b i P(X =
a) =P(X =b) =0, onda je

1 ‘—I'LE.L _ ‘—I'LLI
Pxla, b = — lim /%qﬁx(ﬂ)dﬂ.

27 T—oc
-T

Sljedeca teorema povezuje karakteristiénu funkeiju i momente od X.

: E|X*| < oo, ako k je parno,
Teorema 1.6 ([22]). a) Ako postoji q-'){)i‘}(U) onda X i Je parno,
E|X* ! < oo, ako k je neparno.

b) Ako je E|X*| < oo onda

i o%)(0) = *E(X*).
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Definicija 1.9. %fm je (X.Y) slucajni vektor c¢ija je funkeija gustine f, (z,y). Ka-

rakteristicna funkcija sluéajnog vektora (X,Y) data je sa

+oo oo

Gy (U, v) = Ret (X)) — / / ef{u1'+vy}f“ (z,y)dzdy, u,v e R. (1.4)
Primijetimo da je ¢, (u,v)] < ¢, (0,0) = 1.
Lako se pokazuje da je

1 9P¢(th, t2)

E(XY)=
(xY) 2 Ohioty

£1=0,t3=0
Ako su X i Y nezavisne slucajne veli¢ine, tada iz (1.4) dobijamo

Oy (1,0) = E(X)E(™) = gx(u)oy (v).
Takode,

Ox(u) = ¢, (1,0) 1 ¢y(v) = ¢, (0,v).

1.2 Kopula funkcija

Rije¢ kopula je prvi put, u statistickom smislu, uveo Sklar (1959). Kopulu mozemo
posmatrati kao funkciju koja spaja ili povezuje (eng. couple) visedimenzionalne funkeije

raspodjele sa njenim jednodimenzionalnim marginalnim raspodjelama [28].

Kopula funkcija ima sposobnost da pokaze oblik zavisnosti izmedu dvije ili vise
slu¢ajnih veli¢ina i takode je prakti¢an i efikasan metod u modelovanju opste zavisnosti
visedimenzionalnih podataka. Naveséemo samo neke od prednosti koriséenja kopula u
modelovanju visedimenzionalnih raspodjela:

o fleksibilnost u biranju proizvoljnih marginalnih raspodjela i oblika zavisnosti;

e mogucnost prosirenja na vise od dvije slucajne velicine;

e mogucnost odvojene analize marginalnih raspodjela i zavisnih komponenti.
Proucavanje kopula funkeije 1 njenih uloga u vjerovatnoci, statistici i stohastickim pro-
cesima je i dalje u fazi istrazivanja.
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Definicija 1.10 ([28]). Dvodimenzionalna kopula C je funkcija C': [0,1]* — [0,1] koja

wancopadajuca, neprekidna sa desne strane i zadovoljava sljedece uslove:
C(u,0)=0=C(0,v), za svako u,v € [0,1];

2) C(u,1) =u i C(1,v) = v, za svako u,v € [0, 1];

3) Za svako uy, ug, vy, g € [0, 1] takve da uy < ugy i vy < vg,

Cug,va) — Clug, v1) — C(ur, va) + Clug, v1) = 0.

Sljedeca teorema ima centralnu ulogu u teoriji kopula i ona razjasnjava povezanost
izmedu visedimenzionalnih funkcija raspodjela i njenih jednodimenzionalnih marginal-
nih raspodjela. Poznata je kao Sklarova teorema.

Teorema 1.7 ([28]). geka je H dvodimenzionalna funkeija raspodjele sa marginalnim
Sfunkecijama raspodjele F' i@ G. Tada postoji kopula C' takva da je za svako x,y € R

spunjeno

H(z,y) = C(F(z),G(y)) - (1.6)

Ako su F i G neprekidne, tada je C jedinstveno; u suprotnom, C' jeqiﬁnsmeno odredeno
na RanF x RanG, gdje je RanF kodomen funkcije F. Obratno, ako je C kopula i F
i G su funkcije raspodjele, onda funkeija H definisana sa (1.6) je dvedimenzionalna

Junkeija raspodjele sa marginalnim funkcijama raspodjele F i G.

Namece se pitanje da li se izraz (1.6) mozZe invertovati tako da se kopula predsta-
vi preko dvodimenzionalne funkcije raspodjele i inverza od marginala. Medutim, ako
marginali nisu strogo rastuce funkeije, onda nemaju inverze. Zbog toga moramo prvo
definisati kvazi-inverze od funkcija raspodjele.

Definicija 1.11 ([28]). %eﬁm je F funkcija raspodjele. Tada kvazi-inverz od F je funk-
cija FY sa domenom [0,1] takva da:
1) jet € RanF, tada F\-V(t) je neki broj x iz R takav da je F(x) =t, tj. za svako
t € RanF,

F(F@) =t
2) ako t & RanF, tada

FOV() = inf {2|F(x) > t} = sup {«|F(z) <t}.
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Ako je F strogo rastuca, tada ona ima jedan kvazi-inverz, koji je naravno uobicajen

inverz, za koji koristimo standardnu oznaku F~1.

Posljedica 1.1 ([28]). %&ka je H dvodimezionalna funkcija raspodjele sa neprekidnim
marginalnim funkcijoma gespodjele F' i G, i neka su FED 5 G kvazi-inverzi od F i
G, respektivno. Tada za (u,v) € [0,1] x [0,1],

Clu,v) = H(F™(u),GV(v)).

Sljedeca teorema pokazuje da proizvod kopula II(u,v) = we odreduje nezavisne
sluc¢ajne velicine kada je funkcija raspodjele neprekidna.

Teorema 1.8 ([28]). %eka su X 1Y neprekidne sluc¢ajne veli¢ine. Tada X 1Y su
nezavisne ako i samo ako je C',, = II.

Sljedece dvije teoreme se ti¢u parcijalnih izvoda kopule. Termin “skoro svuda” koristi

se u Lebegovom smislu. *

: . ) mareiialni aC (uv)
Teorema 1.9 ([28]). Neka je C' kopula. Za svake v € [0.1] parcijalni izvod 5=

postoji skoro svuda i za svaki par tacaka (u,v) u kofima izvod postoji vaZi

dC(u,v) -

0<
- du

Analogno, za svako u € [0,1] parcijalni izvod % postoji skoro svuda i za svaki par

tacaka (u,v) u kojima izvod postoji vazi

OC (u,v

0< ! <1
dv

aC(uwv) - OC (u,wv)

o VT T

Stavise, funkeije koje preslikavaju u — su definisane i neopadajuie

skoro svuda na [0,1].

Teorema 1.1§)([28]). Neka je C' kopula. Ako su BCE{;:‘U} i Bzg;g;”) neprekidni na [0, 1] x
[0,1] ¢ % postoji za svako u € (0,1) kada je v =10, onda % i % postoji na
(0,1)% § £Cwu) _ 2C(wy)

tud duih

Sljedeca teorema tvrdi da pod odredenim uslovima dvodimenzionalna funkeija gu-

stine moze biti zapisana kao proizvod marginalnih funkcija gustine i gustine kopule.

'Ako je (X, A, pu) mjerljiv prostor, kazemo da svojstvo A vazi skoro svuda na X ako postoji skup
N € A tako da u(N) =01 za svako r € X | N imamo svojstvo A.
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Gustina kopule se ¢esto i naziva funkcija zavisnosti, jer uoblicava sve informacije o za-
visnosti izmedu sluc¢ajnih veli¢ina. Primjetimo da iz teoreme 1.10 slijedi da mjedoviti

a2 i
parcijalni izvod %(”) postoji skoro svuda na [0, 1]2.

Teorema 1.11 ([28]). Ako su marginalne funkcije raspodjele F' i G, sa gustinama
[ i g redom, neprekidne, tada zajednicka dvodimenzionalna funkcija gustine moze biti
zapisana na sljedeci nacin

E%“ y) = f(2)g(y)e (F(2),G(y)), (z,y) € R?,
gdje je ¢ gustina kopule data sa

P*C(u, v)

SO (wv) e 011

elu,v) =

1.3 Mjerenje zavisnosti

Stohasticka zavisnost izmedu sluéajnih mjerenja je jedan od vaznih aspekata mnogih
statistickih istrazivanja kako sa teorijskog tako i primijenjenog stanovista. Za mjerenje
takve zavisnosti, nekoliko karakteristiénih veli¢ina je ved uvedeno i Siroko se koristi, koji
ukljuéuju, na primjer, populacionu verziju Kendalovog tau (7) i/ili Spearmanovog ro
(p). Kopule su, s druge strane, dobro poznati alati za razumijevanje odnosa zavisnosti
medu slucajnim velicinama, a gornji 7 i p su izrazeni u terminima kopula funkcija i oba
“mjere”oblik zavisnosti poznat kao saglasnost pa ¢emo poceti od toga. O kopulama i

mjerama zavisnosti mozemo vise pronaéi u [28].

1.3.1 Saglasnost mjera

gar sluéajnih veli¢ina je saglasan ako velike (male) vrijednosti jedne komponente
su povezane sa velikim (malim) vrijednostima druge komponente. Preciznije, neka su
(w;,4:) 1 (x;,y;) realizacije slyganog vektora neprekidnog tipa (X,Y’). Kazemo da su
(i, 4:) 1 (xj,y;) saglasni ako je =; < 2 1 y; , ili ako je @; > x; i y; > y;. Slicno
kazemo da su (z;,y;) 1 (x;,y;) nesaglasni ako je z; < x; i y; > y; ili ako je z; > g
y; < y;. Primijetimo da je alternativna formulacija: (@;, v;) i (z;,y;) su saglasni ako je

(2: — 2;)(y: — y;) > 01 nesaglasni ako je (z; — 2;)(y: — y;) < 0.
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1.3.2 Kendalov tau

Kendalov tau (1) je mjera zavisnosti koje se definise u terminima saglasnosti na

sljedeéi naéin.

%ka je {(z1, 1), (22, ya), ... (2n, yn)} uzorak od n realizacija slucajnog vektora ne-
prekidnog tipa (X,Y). U uzorku postoji (’2‘) razlicitih parova (z;, y;) i (x;,y;) i svaki par
je saglasan ili nesaglasan. Neka ¢ oznacava broj saglasnih a d broj nesaglasnih parova.

Tada se Kendalov tau za dati uzorak definise kao

’_r:—d_r:—d
BTG

Ekvivalentno, ¢ je vjerovatnoéa saglasnosti umanjena za vjerovatnocu nesaglasnosti para
(2:,4:) 1 (2;,y;) koji je izabran slu¢ajno iz uzorka. Kendalov tau na populaciji se definise
na slican nacin. Neka su (X7,Y7) i (X2, Y5) nezavisni sluéajni vektori neprekidnog tipa
sa istom raspodjelom H. Tada Kendalov tau na populaciji se definige kao razlika izmedu

vjerovatnoca saglasnosti i nesaglasnosti:

T=71xy =P{(X;i —Y1)(Xs —Y2) > 0} — P{(X; —Y1)(Xo— Y3) <0}.

U cilju da pokazemo povezanost kopula i Kendalovog tau, prvo ¢emo definisati funkciju
saglasnosti Q.

Teorema 1.12 ([28]). Neka su (X1, Y)) i (Xy.Y,) nezavisni vektori neprekidnog tipa
sa zajednickim funkcijama Hy @ Hs, respektivno, i sa istim marginalnim funkcijama
raspodjele F' (za Xy @ Xo) i (za Y1 @ Ys). Neka su Cy i Cy kopule od (X1,Y1) @
(X, Ys) respektivno, tako da Hy(xz,y) = C1(F(x),G(y)) i Ha(z,y) = Co(F(z), G(y))-
Neka @ oznacava razliku izmedu vierovatnoca saglasnosti i nesaglasnosti od (X,,Y7) ¢
(X2, %), tj. neka je

Q= P{(X —1)(X:—Y2) > 0} = P{(X; — ¥1)(X, — ¥2) < 0}.
Tada
Q=Q(C1,Cs) = 4£1 ﬂl Cy(u, v)dCy(u,v) — 1.

Teorema 1.13 ([28]). Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine cija je kopula C.
Tada je Kendalov tau za X 1Y dat sa

xy =Tc =Q(C,C) = 4/{11 /nl Cu,v)dC(u,v) — 1 = 4E(C(U,V)) — 1.
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3
gdje sull iV sluéajne velidine uniformne na (0,1) dija je zajednicka funkcija raspodjele

C.

1.3.3 Spirmanov koeficijent korelacije

Kao i Kendalov tau, mjera povezanosti poznata pod nazivom Spirmanovo ro se
zasniva na saglasnosti i nesaglasnosti. Da bi dobili populacionu verziju ove mjere, neka
su (X1, Y1), (X2, Y2) 1 (X;5,Y3) tri nezavisna sluéajna vektora sa istom zajednickom
raspodjelom H (¢ije marginalne funkcije raspodjele su F'i ) i kopulom C'. Spirmanovo
ro pxy se definiSe da je proporcionalno razlici vjerovatnoca saglasnosti i nesaglasnosti
za dva vektora (X;,Y)) 1 (X, Y;), tj. paru vektora sa istim marginalima, ali jedan
vektor ima funkeiju raspodjele H, dok su komponente drugog vektora nezavisne:

pxy =3 (P{(X1 —X2)(Y1 —¥3) > 0} — P{(X1 — X2)(Y1 - Y3) <0})

(mogli smo uzeti i par (X3, Y3)). Primijetimo da funkcija raspodjele vektora (Xi,Y7)
je H(x,y), a dok je funkcija raspodjele vektora (X,,Y3) je F(x)G(y) (jer su X, i Y5

nezavisne). Tada kopula od X5 i Y3 je II, i koriéenjem teoreme 1.12 imamo

Teorema 1.14 ([28]). %eka su X 1Y neprekidne slucajne velicine cija je kopula C.

Tada Spirmanovo ro za X 1Y (u oznaci pxy i pc) je dato sa:

pX,Y = I()c =3Q

(Cﬁ’) =
=12 | /01 wv dC(u,v) —3 = (1.7)
:12/1 /1 C'(u,v) dudv — 3.

Spirmanovo ro se ¢esto naziva i Spirmanov rang koeficijent korelacije. Ako su iy
realizacije dvije slucajne velicine X i Y sa funkcijama raspodjele F' i G, respektivno,
tada su rangovi od x iy dati sa u = F(x) i v = G(y). Primjetimo da su rangovi
(u i v) realizacije iz uniformnih na (0, 1) slu¢ajnih velicina U = F(X) i V = G(Y) ¢ija
zajednicka funkcija raspodjele je C'. Posto obje 1 U i V' imaju oc¢ekivanje % i disperziju

L izraz za pc u (1.7) moZe se zapisati na sljedeéi nacin:

12¢

PXY = pc :12/1/11&; dC(u,v) — 3= 12E(UV) — 3 =
_E@WV) -1/4 _E@@V) - EU)EY)

1/12 Y/DO)DV)
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Kao posljedica, Spirmanovo ro za par neprekidnih slu¢ajnih veli¢ina X i Y je identiéno
Pirsonovom koeficijentu za rangove X i Y, tj. za sluéajne veliéine U = F(X) iV =

G(Y).

1.4 Uvod u statistiku

U stvarnom zivotu radimo sa podacima koji su pod uticajem slu¢ajnosti i mi moramo
da izvuéemo potrebne informacije iz tih podataka i donesemo zakljuéke. Slucajnost

moze biti prouzrokovana razlicitim aspektima. Razmotrimo sljedeca dva primjera:

1. Pretpostavimo da zelimo da predvidimo ishod izbora. Posto ne mozemo da an-
ketiramo cijelu populaciju, odabrad¢emo slucajni uzorak iz populacije i pitati ih
za koga planiraju da glasaju. U ovom eksperimentu, slucajnost dolazi iz metoda
izbora uzorka. Takode treba imati na umu da anketu sprovodimo mjesec dana
prije izbora, jod jedan izvor slucajnosti je da anketirane osobe mogu promijeniti
svoje midljenje tokom tog perioda od mjesec dana.

2. U sistemu beziéne komunikacije, poruka se prenosi od predajnika ka prijemniku.
Medutim, prijemnik dobija oSteéenu verziju (verziju sa Sumom) poslatog signala.
Primjenik treba da izvuée originalnu poruku iz primjene verzije sa Sumom. Ovdje

izvor sluéajnosti predstavlja pojava Suma.

Primjeri koje smo sada naveli su iz oblasti statistike zakljucivanja. Dakle, postupak
kojim se rezultat dobijen na nivou uzorka uopstava na nivo populacije i kojim se mjeri

pouzdanost uopstenog rezultata naziva se inferencijalna statistika.

Jasno je da koristimo znanje iz teorije vjerovatnoce kada radimo sa problemima
iz oblasti statistike zakljuéivanja. Medutim, veliki dodatak je Sto ovdje moramo da
radimo sa stvarnim podacima. Vjerovatnosni problemi su jasno definisani i poznati su
nam vjerovatnosni modeli. Navedimo sljedeéi primjer. Neka je X slucajna veli¢ina koja
ima normalnu raspodjelu sa otekivanjem g = 100 i disperzijom 62 = 15. Odrediti
vjerovatnocu da je X > 110. U statistickom zadatku mi ne¢emo znati raspodjelu za
X, vel je potrebno da sakupimo podatke i da na osnovu podataka donesemo zakljucak
da li X ima normalnu raspodjelu. Rjesavanje svih statistickih zadataka podrazumijeva
sakupljanje podataka. Stoga se nerijetko moze ¢uti da je statistika nauka koja razraduje

postupke zakljuéivanja na osnovu podataka.

g Znamo da je sakupljanje podataka prvi korak u realizaciji mnogih naucnih projekata.
0

daci se mogu prikupljati iz populacije i tako izucavati populacija u cjelini. Medutim,

21




ako populacija sadrzi veliki broj elemenata, tada izucavanje cijele populacije moze tra-
jati dugo ili prouzrokovati vecée materijalne troskove. U vecini sluéajeva je nemoguce
ispitivati cijelu ve¢ samo dio populacije.

Definicija 1.12. Dio populacije koji se proucava statistickim metodama zove se uzorak.

Obiljezje, oznacimo ga sa X, je slucajna velicina koja predstavlja numericku karakte-
ristiku nekog fenomena iz oblasi istrazivanja. Navedimo nekoliko primjera: razred koje

dijete pohada, tjelesna masa, visina, stepen obrazovanja roditelja itd.

Neka se na nekoj populaciji posmatra obiljezje X i neka se eksperiment sastoji u iz-
boru jednog elementa populacije i registrovanju vrijednosti obiljezja X na njemu. Stati-
sticki model koji odgovara ovom eksperimentu je (2, F, P), gdje je © skup svih moguéih
ishoda eksperimenta, F je o - algebra podskupova skupa © 1 P je familija dopustivih ras-
podjela vijerovatnoéa obiljezja X . Na sluéajan nacin biramo n elemenata wy, wo, ..., w,
i neka su rezultati mgesenja vrijednosti obiljezja X na tim elementima predstavljeni

qwl), X(wy), ..., X(wy,) ili skraéeno sa X7, Xy, ... X,,. Tada se n-

dimenzionalna slu¢ajna velicina X = (X, X, ..., X,,) zove slu¢ajan uzorak, a broj n

slu¢ajnim veli¢cinama

predstavlja obim slutajnog uzorka. Statisticki model koji odgovara ovom eksperimen-
tu je uredena trojka (", F".P), gdje je Q" = QO x QA x ... x Q, F* = F x ... x F,
a P je familija dopustivih n-dimenzionalnih raspodjela vjerovatnoca slucajnog uzorka
(X1, X2,..., X,,) definisanih na prostoru (€2*, F"). Postor (1", F") nazivamo uzoracki

prostor.

Definicija 1.13. Neka obiljezje X ima funkeiju pegpodiele F(x). Prost sluc¢ajni uzo-
rak (eng. simple random sample) obima n iz Taspodjele F(x) je slucajni vektor
(X1, X, .. X)), gdje su Xq, Xs, ..., X,, nezavisne slucajne velicine sa istom funkcijom
raspodjele F(x).

Prije sprovodenja eksperimenta, vrijednosti koje ¢emo dobiti su sluéajne veli¢ine
X1, Xy, ..., X, registrovane vrijednosti zavise od slucaja, u razlicitim serijama do-
bijamo razlicite podatke-rezultate. Kada je eksperiment sproveden dobijamo vektor
(1,22, ..., 2, )-realizovani uzorak, brojevi zq, ..., x,, su registrovane vrijednosti.
Definicija 1.14. Neka je [ : R*™ — R Borelova funkcija i (X, ..., X,,) uzorak. Sluc¢ajna

velicina V = f(Xq, ..., X)) se naziva statistika ili uzoracka karakteristika.

Ako je (zq,...,x,) realizovani uzorak, tada je v = f(x,..., z,) realizovana statistika
V.
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1.4.1 Ocjenjivanje parametara

Osnovni zadatak matematicke statatistike jeste odredivanje raspodjele vjerovatnoca
posmatranog obiljezja na elementima populacije. Znamo da je raspodjela vjerovatnoca
nekog obiljezja potpuno odredena ako je poznat njen analiticki oblik i tac¢ne vrijednosti
parametara koji se javljaju u formuli, kojom se definise analiticki oblik raspodjele vje-
rovatnoéa. Medutim prilikom prouéavanja obiljezja populacije moze se desiti da nam
je poznat analiticki oblik raspodjele vijerovatnoéa ali da su nam nepoznate vrijednosti

parametara koje figurisu u tom obliku.

Posmatrajmo statisticki model (2", F",P). Kod ocjenjivanja parametra pretposta-
vlja se da obiljezje X ima raspodjelu vjerovatnoc¢a koja pripada familiji dopustivih
raspodjela vierovatnoéa P = {Fy : § € O}, gdje je © parametarski prostor i predstavlja

skup svih mogudcih vrijednosti parametra 6.

Do informacije o vrijednostima parametra se dolazi pomocu sluc¢ajnog uzorka. ﬁka
je X = (X, X,, ..., X,) prost slucajni uzorak obima n iz populacije &ije obiljezje X
ima raspodjelu vjerovatnoéa koja pripada familiji dopustivih raspodjela vjerovatnodéa
P = {PF,: 6 € ©}. Procedura ocjenjivanja nepoznatog parametra # podrazumijeva izbor
statistike 0, = U (X) éjom se realizacijom u = U(xy, ..., z,) aproksimira parametar 6.
Statistika 6,, = U(X) i njena realizacija u = Uy, ..., x,) se nazivaju ocjena parametra
6.

Jedna od najpozeljnijih osobina ocjene parametra je nepristrasnost. Nepristrasnost
nam govori o tome da je raspodjela ocjene parametra centrirana oko tacne vrijednosti

nepoznatog parametra.

Definicija 1.15. ﬁka je (Xq,Xs, ..., X,,) prost sluéajan wzorak obima n iz populacije
cije obiljeije X ima raspodjelu vjerovatnoca Fy € P. Kaiemo da je ocjena 0, nepri-

stransna ocjena za funkeiju parametara o(8) ako za svako 8 € © vaZi

E(én) = 97(6) :

Prilikom rada sa ocjenama parametara, posmatra se veli¢ina b(+), koja je za ocjenu 6,

definisana kao b(6,) = E(f,) — p(#). Ovako definisana velicina b naziva se pristrasnost
ocjene 6, (eng. bias).

Ocjene parametara se dijele na tackaste i intervalne. Tackasta ocjena parametra #
odredena je jednim brojem 8 = w(xq, x9, ..., ;). Intervalna ocjena se naziva ocjenom,
koju odreduju dva broja ¢ i 5 - krajevi intervala, u ¢ijim granicama se nalazi ocijenjeni

parametar #.
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U nastavku dajemo osnovne metode za odredivanje tackastih ocjena nepoznatih

parametara.

1.4.2 Metod momenata
ﬂek& je (x1, ..., z,) uzorak obiljezja X ¢ija funkeija raspodjele pripada familiji P =
{F(z,6),0 € ©}. Potrebno je ocijeniti nepoznati parametar ¢ date raspodjele.

Po analogiji sa momentima slucajne velicine X uvodi se pojam empirijskih mo-
menata. Empirijski i njima odgovarajuci teorijski momenti reda k£ dati su sljedecim

formulamas:
teorijski momenti
> ckpi(x;0), za diskretnu slucajnu velicinu X,
i
U = +oo
f x* f(x; 0)dx, za apsolutno - neprekidnu sluc¢ajnu velicinu X;
—0C

empirijski momenti

Posebno napominjemo da pocetni teorijski momenat prvog reda je matematicko
ocekivanje slucajne velicine X, a empirijski momenat prvog reda je aritmeticka sredina

posmatranih vrijednosti sluc¢ajne velicine X, tj.

. 1
v} =T =— E x;.
! né=""
1

Analogno se definisu empirijski i njima odgovrajuéi teorijski centralni momenti reda k:

teorijski centralni momenti

S (w: —my)*pi(:0), za diskretnu sluéajnu velicinu X
i
Hi = +00
J (x— my ) f(z:6), za apsolutno - neprekidnu sluéajnu velicinu X;
—0DC

empirijski centralni momenti
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Napomenimo da teorijski centralni moment drugog reda je disperzija slucajne velicine

X.

Treba imati u vidu da empirijski momenti uzimaju slu¢ajne vrijednosti, dok su teo-

rijski momenti konstante koje karakterisu raspodjelu populacije.

Najprostiji metod za ocjenjivanje nepoznatog parametra je metod momenata, koji je
predlozio engleski statisticar Karl Pirson 1894. godine. Metod momenata zasniva se na
tome da se empirijski momenti (ili njihove funkeije) uzimaju za ocjene odgovarajuéih

teorijskih momenata (ili njihovih funkcija).

Dakle, izjednacavajuéi teorijski pocetni momenat prvog reda sa empirijskim
pocetnim momentom prvog reda, zakljuéujemo da je ocjena matematickog ocekivanja
slucajne velicine X, iz proizvoljne raspodjele, aritmeticka sredina posmatranih vrijed-

nosti sluéajne veliécine X, tj.

Izjednacavajuéi teorijske i empirijske centralne momente drugog reda, dolazimo do
toga da ocjena disperzije slucajne velicine X, iz proizvoljne raspodjele, nalazi se po
formuli:

Z(:::,- —7)?

D(X)=02 =5 =~
(X)=o0i=5 -

Postupajuéi po analognom obrazcu, mozemo odrediti ocjene teorijskih momenata pro-

izvoljnog reda.

1.4.3 Metod maksimalne vjerodostojnosti
Metod maksimalne vierodostojnosti je jedan od najpoznatijih i najéesée korisé¢enih
metoda za ocjenjivanje nepoznatih parametara raspodjele obiljezja.

aeka je X = (Xy,..., X,,) uzorak obiljezja X ¢ija funkeija raspodjele pripada familiji
P ={F(z,0),0 € ©}.

Definisac¢emo funkeiju vjerodostojnosti u slucaju kada raspodjela obiljezja pripada
familiji raspodjela diskretnog tipa P = {p(w,#),0 € O}, p(wy, 8) = F{X = w}.

Definicija 1.16. Funkcija vjerodostojnosti L(0, x1, 22, ....,2,) = p(z1,8)....p(x,,0) =
PD(XI = :’rl)"'Pﬂ(Xn = 'u) = Pﬂ‘{(XI: XZ: Ty X‘n) = (:’EI:"I:Z: "'::’rﬂ.)}: RS 95 .}"8 funkcg;:a

25




éiji je argument 8, (xy, ..., x,) je neka realizacija uzorka obiljezja X i brojevi x4, ..., xp

se tretiraju kao paramelri.

Deafinisacimo sada funkciju vjerodostojnosti u slucaju kada raspodjela obiljezja pri-
pada familiji raspodjela apsolutno neprekidnog tipa P = {g(z,8),8 € ©}, g je funkcija
gustine.

Definicija 1.17. Funkcija vjerodostojnosti
L(g) = L(ga PR TR :’r‘u) = g(xlzg)g(:’r:Z: 9)"',@’("}:”: 9), 0 € @:

je funkeija ¢iji je arqument 0, (x4, ..., x,) je neka realizacija uzorka obiljeija X i brojevi

L1, ... Tn Se tretivaju kao parametri.

Zmaci, funkcija vierodostojnosti je definisana kao funkcija parametra 6.

Princip metoda maksimalne vjerodostojnosti sastoji se u pronalazenju ocjene za
nepoznati parametar 8 = (6,6, ...,6;), koji maksimizuje funkciju vijerodostojnosti L(#)
za razlicite vrijednosti parametara, tj. Zelimo da odredimo = (él . 9\2: 9\;\) tako da

L(8) > L(8), Y8 € ©,

tj., L(é) = sup L(#), V6 € ©. Dakle, ako postoji funkeija g = é(;r:l,:::;g: ooy ) koja
maksimizuje L(f) za razliéite vrijednosti parametra 6, tada je 6 ocjena maksimalne

vjerodostojnosti parametra . Dakle, éje rjesenje, ako je

OL(®) . O*L(6)
o =01 <0, (1.8)

Kako je funkcija vierodostojnosti L(#) nenegativna funkecija, to maksimum mozemo
traziti u onim vrijednostima u kojima je L(#) > 0. Poznato nam je da funkcije L(#) > 0
ilnL(#) imaju ekstremume u istim vrijednostima tako da umjesto odredivanja maksi-
muma funkcije L(#) najcesée odredujemo maksimum funkeije In L(#) koja je poznata
pod nazivom logartiamska funkcija vjerodostojnosti. Tada prva od dvije jednacine u

(1.8) moze se zapisati kao

1oL oInL(o)
o) o6 V7 g
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1.4.4 Intervalno ocjenjivanje

Tackasta ocjena nepoznatnog parametra #, dobijena na uzorku obima n iz opste
populacije sa funkcijom raspodjele F(z, #), ne moze nam direktno odgovoriti na pitanje,
koliku gresku pravimo uzimajuéu umjesto tacne vrijednosti za parmetar # neku od
njenih ocjena 6 = u(zy, e, ..., x,). 1z tog razloga, u mnogim slucajevima korisnije je
koristiti intervalnu ocjenu, zasnovanu na odredivanju nekog intervala, unutar koga se

sa odredenom vjerovatnocéom nalazi nepoznata vrijednost parametra 6.

Neka je statisticka karakteristika 6 = wu(xy, g, ..., x,), koja je odredena na osnovu
uzorak obima n, tatna ocjena nepoznatog parametra 6. Sto je manja razlika |6 — z‘j|
to je bolji kvalitet ocjene, odnosno bolja je ocjena. Dakle, pozitivan broj £ karakterise

tacnost ocjene

16 -6 <= (1.9)

Jasno je da tacnost ocjene zavisi od obima uzorka n. Kolika bi trebalo da bude
velicina uzorka n, da bi se obezbjedila zadata taénost £ ili kako da odredimo tacénost
na osnovu zadatog obima uzorka? Na ova pitanja ne mozemo direktno da dobijemo
odgovor koristedi nejednakost (1.9). MozZe se samo govoriti o vierovatnoéi 1 — a, sa

kojom je ova nejednakost zadovoljena.
Definicija 1.18. Nivo povjerenja ocjene je vierovatnocap=1—a, 0 < o < 1, za koju

je ispunjena nejednakost |6 — é| < e.

Nivo povijerenja za tackastu ocjenu pokazuje da pri izboru uzorka obima n iz jedne
te iste populacije sa funkcijom raspodjele F(z,8) u (1 — a)100% sluéajeva parametar

# bice pokriven ovim intervalom.

Neka je nejednakost |6 — 6| < £ ispunjena sa vjerovatnocom 1 — av
P{|r9—é| < 5}: 1 —a,
odnosno
P{é—a<8<é+£}=l—u. (1.10)

Formula (1.10) pokazuje da se nepoznati parametar # nalazi unutar intervala (r‘j —E, f+

£).
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Definicija 1.19. Interval (r‘j — €, 6+ ) naziva se interval povjerenja za nepoznati pa-

rametar 6 sa nivoom povjerenjap=1—«, (0 < a < 1).

U prakti¢nim primjenama vaznu ulogu ima duzina intervala povjerenja. Sto je duzina
intervala povjerenja (f — £, # + ) manja to je ocjena preciznija. Ako je duzina intervala

povijerenja velika, tada ocjena nije praktiéno upotrebljiva.

1.4.5 Testiranje statistickih hipoteza

U prethodim poglavljima vidjeli smo metode koje se koriste za ocjenjivanje nepozna-
tog parametra. Pronalazenje tackastih ili intervalnih ocjena je po pravilu neka prelimi-
narna faza statistickog istrazivanja. Krajnji cilj studije moze, na primjer, biti uporedna
analiza razlicitih tehnoloskih procesa u pogledu njihove produktivnosti, tacnosti ili eko-

nomicnosti, u poredenju karakteristika uredaja, proizvoda i sl.

Na matematickom jeziku zadaci uporedne analize formulisu se kao zadaci statistickog
testiranja hipoteza o parametrima zakona raspodjele, posto promjena parametara ka-

rakterise razlike u tehnoloskim procesima, konstrukeijama, uredajima itd.

Pretpostavimo da se za rjesavanje problema uporedne analize iz opste populacije
izdvaja uzorak (1, x2, x3, ..., ;) obima n. Neka smo dalje na osnovu oblika histograma
ili poligona relativnih frekvencija, ili iz bilo kog drugog razmatranja postavili hipotezu
o proucavanom zakonu raspodjele slu¢ajne veli¢ine X i ocjenivsi parametre ovog zako-
na, izgradili vjerovatnosni model raspodjele vierovatnoce ove slucajne veli¢ine, koji po

nasem misljenju, objasnjava glavne karakteristike obiljezja X .

Ako nije poznat tip raspodjele F' obiljezja X, u statistickom zakljuéivanju se pri-
mjenjuju postupeci koji se nazivaju neparametarski metodi ili metodi nezavisni od ras-
podjele. Termin “ metod nezavisan od raspodjele” koristi se jer se o raspodjeli F' nista
ne pretpostavlja, osim mozda da je neprekidnog tipa. Tada se postavljaju hipoteze o

obliku funkcije raspodjele koje se nazivaju neparametarske hipoteze.

Dalji zadatak je da testiramo predlozenu hipotezu, odnosno da objasnimo koji model
je vjerovatnije odabran. Za provjeru ove hipoteze koriste se razlic¢iti statisticki kriteri-

jumi koje mozete pronadi u [36].

Pretpostavimo da smo se uz pomo¢ ovih kriterijuma uvjerili da je model “dobar”,

tj. eksperimentalni podaci nijesu u suprotnosti sa ovim modelom.

Ako sada, na primjer, ocjenimo parametar # vierovatnosnog modela F'(z, #) na osno-

vu dva nezavisna statisticka uzorka, uzetih, recimo, prije uvodenja nekog poboljsanja
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u tehnoloski proces i poslije uvodenja, onda dobijamo dvije ocjene 0, i 9\2: koje zbog
sluéajnosti neée biti jednake jedna drugoj. Postavlja se pitanje (postavlja se hipoteza),
da li su ove ocjene, ocjene jednog te istog parametra # vjerovatnosnog modela, ili je
ovaj parametar promjenjen usljed uvodenja poboljsanja u tehnoloski proces? Problemi

ove vrste su tipiéni problemi uporedne analize.

Definicija 1.20. Statisticka hipoteza se naziva parametarskom ako sadrzi pretpostavke

o vrijednostima parametara funkcije raspodjele poznatog oblika.

Uz predlozenu hipotezu razmatra se jedna ili viSe alternativnih (konkurentskih) hi-
poteza. Ako se predlozena hipoteza odbaci, onda na njeno mjesto dolazi alternativna

hipoteza. Sa ove tacke gledista, statisticke hipoteze se dijele na nulte 1 alternativne.

Definicija 1.21. Nulta hipoteza se naziva glavna (predloZena) hipoteza. Nulta hipo-
teza se oznacava simbolom Hy. Tipicno, nulte hipoteze navode da ne postoji razlika
izmedu uporedenih vrijednosti (parametara ili funkcija raspodjele), a vocena odstupanja

se objasnjavaju samo slucajnim fluktvacijama uzorka.

Definicija 1.22. Alternativna hipoteza je pretpostavka koja je suprotna nultoj hipotezi u
tom smislu da ako se nulta hipoteza odbact, onda se prihvata alternativna. Alternativnu

hipotezu oznacavamo simbolom Hy.

Termini “odbacivanje hipoteze” i “prihvatanje hipoteze™ ne znace da se neka hipoteza
u potpunosti odbacuje, veé da uzorak govori u korist jedne od te dvije hipoteze. Za druge

uzorke se mogu donijeti drugaciji zakljucci o prihvatnaju ili odbacivanju hipoteze.

Navescemo primjer nulte i alternativne hipoteze paramterarskog tipa. PLposLavka
oblika Hy(6 € ©y), Oy C O ili malo drugaéije receno pretpostavka koja se sastoji u
tome da obiljezje X ima raspodjelu koja pripada uzoj familiji odggdenoj parametarskim

gup, tada kazemo da

je hipoteza H, prosta. U protivhom govorimo o sloZenoj hipotezi. Hipotezi Hy ¢emo

skupom ©g, predstavlja nultu hipotezu. Ako je ©; jednoclani

suprotstaviti alternativnu hipotezu Hy (6 € © \ ©y).

Testiranje statistickih hipoteza vrsi se na osnovu realizovanog uzorka. Za ovo se kori-
sti posebno odabrana slutajna veli¢ina (statistika uzorka), koja je funkcija posmatranih

vrijednosti, ¢ija tatna ili priblizna raspodjela je poznata.

Definicija 1.23. Statisticki kriterijum (test) je sluéajna veli¢ina T, uz pomoé koje se

donose odluke o prihvatanju ili odbijanju predloZene nulte hipoteze.

Za neke realizovane uzorke mozemo da donesemo odluku o prihvatanju nulte hipo-

teze, dok za druge realizovane uzorke donosimo odluku o odbacivanju nulte hipoteze i
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prihvatanju alternativne hipoteze. Dakle, uzoracki prostor Q" dijeli se na dva disjunkt-
na skupa, na skup realizovanih uzoraka na kome prihvatamo nultu hipotezu i na skup
realizovanih uzoraka na kojima se nulta hipoteza odbacije.

Definicija 1.24. Skup svih realizovanih uwzoraka (xy, 22, ...,2,) € Q" na osnovu kojih

se odbacuje nulta hipoteza zove se kritic¢na oblast i oznacava se sa C'.

Definicija 1.25. Skup svih realizovanih uzoraka (x1,29,...,2,) € Q" na osnovu kojih

se prihvata nulta hipoteza zove se oblast prihvatnja i oznacava se sa C°.
Prilikom odluc¢ivanja, postoji moguénost da se napravi greska.

1. Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo fakticki tacnu hipotezu H,,.
2. Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo fakticki taénu hipotezu H;.

Kada su hipoteze H, i H, proste, tada se ove vjerovatnodée definidu na sljedeéi naéin.

Vijerovatnoca greske prve vrste je broj a definisan kao
o= Py {(X:, Xo,... X,) € C}.
Vierovatnoca greske druge vrste se oznacava sa 3 i jednaka je
8= Py {(Xy, Xy, ... X,,) € C°}.

Vijerovatno¢a « se naziva prag znacajnosti testa 7. Ako kriticna oblast C' ima vje-
rovatnocu greske prve vrste jednaku «, tada kazemo da je C kriticna oblast velicine

(a8

1.5 Primjena butstrap metode u testu Kolmogorov

- Smirnova

Kolmogorov - Smirnov (K - S) test koristi maksimalnu apsolutnu razliku D,, izmedu
empirijske i teorijske funkcije raspodjele i jedan je od najéedée koriséenih testova. Gene-
ralno, K - S se smatra veoma efikasnim, jer koristi svaki pojedinaéni element u uzorku.
UK -85, D,, je mjera testa maksimalne vjerodostojnosti (eng. goodness of fit). S druge
strane D, je takode stohasticka veli¢ina koja u velikoj mjeri zavisi od parametara hipo-

tetickog modela i raspodjelu od D, je veoma tesko izvesti. Iako postoje brojni radovi
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na tu temu i dalje ne postoji metod kojim se mogu lako ocijeniti parametri raspodjele
od D,.

Princip butstrap metodologije uveo je americki statisticar Efron (1979). To je takode
efikasan statisticki alat koji se moze koristiti u skoro svakoj primjeni za ocjenu nulte
hipoteze. Posebno je koristna u situacijama gdje je asimptotska aproksimacija previse
teska ili uopste nije izvodljiva. Bez ikakvih hipoteza o teorijskim raspodjelama, but-
strap metoda procjenjuje nepoznatu raspodjelu koristec¢i informacije iz konacnog broja
uzorka, koji su dobijeni rac¢unarskom simulacijom. Drugim rijecima, zakljuéi o nepozna-
tim populacijama (koje su predstavljene statistickim modelima) se donose na osnovu
podataka iz graniénog uzorka. Bustrap metode su fleksibilnije u odnosu na klasicne
metode koje mogu biti analiticki neatrkativne jer ne postoje odgovarajuce pretpostav-
ke koje moraju biti zadovoljene. S druge strane ako se mogu koristiti klasicne metode,
bustrap metode ¢e dati prilicno slicne rezultate. U stvari, bustrap metode su toliko
Siroko korisc¢ene da ih je Efron opisao u cilju stvaranja "butstrap svijeta”, gdje anali-
ticar podataka zna sve. Odnosno, u butstrap svijetu, analiticar podataka moze dobiti

bilo koju informaciju primjenom simulacije.

1.5.1 DButstrap metoda

Ako je poznata teorijska funkcija raspodjele F(x), statisticki parametar # moZe se

dobiti iz sljedece formule:

6= /L(:}:)dF(:::):

gdje je t(x) statisticka funkecija. Pretpostavimo da je {z; : i = 1,2, ..., n} posmatrani
uzorak. Funkcija raspodjele je obi¢no nepoznata zbog toga Sto se karakteristike uzorka
tokom vremena mijenjaju. Ako je obim uzorka dovoljno veliki, vrijednost statistickog

parametra moze se dobiti pomoéu empirijske raspodjele.

Butstrap metoda prvo prosiruje velicinu uzorka pomo¢u metode ponovnog uzorkova-
nja (reuzorkovanja) sa ponavljanjem. Pravilo metode je da je moguénost pojave svakog
elementa r‘—;: gdje je n obim uzorka. To znaci da ¢e se u procesu reuzorkovanja neki
elementi mozda pojaviti vise od jednog puta, dok se neki drugi elementi mozda nece
uopste po_]mi. Onda se funkeija raspodjele F'(z) zamjenjuje sa empirijskom funkeijom
raspodjele F(x):

s N{z; < z}

F(z) i=1,2,....n,

mn
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gdje je N{z; < z} broj onih vrijednosti iz uzorka koji su manje ili jednake z. Kada je

dobijena emprijska funkcija ﬁ’(:::), tada je statisticki parametar uzorka 6 dat sa:

6 = /ﬂ(;}:)dﬁ‘(:}:).

Novi uzorci X;, gdje indeks i oznacava i-to reuzorkovanje, se dobijaju kada se M
puta uzastopno vréi reuzorkovanje iz originalnog uzorka. Na taj nacin dobijamo razlicite

odgovarajuce empirijske funkcije F’(:::) i statistike ;.

Uticaj koliko puta vrsimo reuzorkovanje na rezulat i empirijsku funkeiju nije veliki.

U opstem slucaju broj M mozemo odrediti pomocu empirijske formule:
M = 40n,

gdje je n obim originalnog uzorka. Broj ponavljanja uzoraka treba da bude propor-
cionalan originalnoj velicini uzorka. Odnosno, sto je veéa velicina uzorka, to je vise

kombinacija za novo uzorkovanje.

Najvaznija ideja butstrap metode je da na osnovu empirijske funkcije raspodjele
ﬁ‘(:::) vrijednost za @, je priblizno é: sliéno na osnovu teorijske funkeije raspodjele F(x)

vrijednost od éje priblizno 6.

1.5.2 K - S test zasnovan na butstrap metodu

Kompatibilnost sluéajnih uzoraka u odnosu na neku teorijsku funkeciju raspodjele
moze se mjeriti testom maksimalne vierodostojnosti. Test Kolmogorov - Smirnova (K
- S), koji je pogodan za skoro sve vrste raspodjela, je neparametarska statistika za
uporedivanje dvije empirijske raspodjele koja se definise kao najveéa apsolutna razlika
izmedu funkcija raspodjela Sto predstavlja mjeru nepoklapanja. Prema teoriji uzorko-
vanja, $to je veéi obim uzorka, ne samo da je preciznija ocjena parametara, veé je i
pouzdanost veta. Butstrap metoda koristi informacije iz uzorka ne narusavajudi te-
orijsku raspodjelu, analizirajuci reuzorkovane podatke uzastopno dobijamo preciznije
ocjene parametara nego Sto su ocijenjeni rezultati na osnovu jednog originalnog uzorka.
Test Kolmogorov - Smirnova zasnovan na butstrap metodu mozemo opisati sljedeéim
koracima.

Korak 1: Pretpostavimo da je konaéni uzorak {z; : i = 1,2,....,n} dat u rastuéem

poretku zny < @y < ... < 2,y Tada kumulativne vjerovatnoce F; mogu se
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izracunati koriséenjem proste ocjene na sljedeéi naéin:

U ovom slucaju, empirijska funckija raspodjele uzorka se ocjenjuje sa
0, =< T(1);
F(r) = i': Te) ST < Tivn), (1.11)

1: €T 2 1‘(,”}.

Po metodu testa Kolmogorov - Smirnova, maksimalna razlika izmedu empirijske
funckije raspodjele i teorijske funkcije raspodjele moze se dobiti iz sljedeée formule

D, = max|F(z) — F(z)| = max b;, (1.12)

1<i<n
gdje je b; pristrasnost empirijske funkcije raspodjele.

Korak 2: Reuzorkovani skup podataka X = { :::(11}= :1:.(2”, rl }} moze se dobiti pri-

mjenom bustrap metode, ponovnim uzorkovanjem iz orginalnog uzorka X = {z; :
i=1,2,....n}.

Korak 3: Ponoviti korak 1 uzimajuéi reuzorkovani skup podataka X0 =
{:1:{1”: :r:.{zl}: :::L”} kao posmatrani uzorak. To znazi da se K - S test primjenjuje
na reuzorkovani skup podataka. Odnosno, empirijska funkcija raspodjele F‘(”(:r)
moZe se izracunati primjenom formule (1.11). Dok maksimalna razlika D,,, koju

. 1 ; e ,
oznacavamo sa DY }: moze se dobiti primjenom formule (1.12).

Korak 4: Ponavljajuéi M puta korak 2 i korak 3, dobijamo M razlika oznaéenih kao
(DD, D"},

Korak 5: Odredivanjem odgovarajuce teorijske raspodjele od DL”: DLQ}: DL‘W}:
ocjenom parametara raspodjele i izvodenjem testa maksimalne vijerodostojnosti,
mozemo dobiti neke karakteristicne vrijednosti u statistici kao Sto su aritmeticka
sredina, standardna devijacija i interval povjerenja, koje se smatraju mjerom K -
S testa.

1.6 Specijalne funkcije

Funkeije koje su dovoljno znacéajne da dobiju sopstveno ime su poznate kao specijal-

ne funkcije. Tu spadaju dobro poznate logaritamske, eksponencijalne i trigonometrijske
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funkeije i prosiruje se na gama, beta, zeta funkciju, potom na klasu ortoganalnih po-
linoma i jos na mnoge druge. Matematicari, inZenjeri i fizicari koriste brojne formule
i indentitete ovih funkcija. Specijalne funkcije imaju ogromnu primjenu u teorijskoj
matematici, kako i u primjenjenim oblastima, poput elektrotehnike, dinamike fluida,

momenta inercije, kvantne mehanike i sl.

U sreu teorije specijalnih funkeija lezi hipergeometrijska funkcija, jer se sve klasicne
specijalne funkcije mogu izraziti preko ove moéne funkcije. Hipergeometrijska funkeija
pored toga Sto se moze zapisati u obliku reda ima i integralnu reprezentaciju, na taj
na¢in pruza idealan alat za brojne transformacije.

Ako je hipergeometrijska funckija n sren teorije specijalnih funkeija, onda je gama
funkeija centralna u teoriji hipergeometrijskih funkcija.

1.6.1 Gama funkcija

Qjler se bavio problemom pronalaska neprekidne funkcije od promjenljive x koja
emicdnaka n! kada je x = n. Da bi smo dosli do Ojlerove generalizacije faktorijela,

pretpostavimo da su z = 01 n > 0 cijeli brojevi. Tada je

e % (1.13)

gdje je (a), Pochhammerov simbol definisan sa
& =afla+1)(a+2)...(a+n—1), zan=> 10, (a)y=1,

gdje je a bilo koji kompleksan ili realan broj.

Definicija 1.26. Za sve kompleksne brojeve x # 0, —1, =2, .. gama funkcija I'(x) defi-

nisana je sa

) .r—1
I(z) = lim als .
k=0 (7)1

Posljedice definicije 1.26 su:

() =T(x+1), 'n+1)=nlil(1)=1
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Definicija 1.27. Beta integral definisan je za Re(z) > 0 i Re(y) > 0 sa

-

B(z,y) = /tr—l(l — vt (1.14)

0

Teorema 1.15 ([3]).

2> MR NCHIN(),

- T(x+y)

Kao posljedicu prethodne teoreme dobijamo integralnu reprezentaciju gama funkcije.

Posljedica 1.2 ([3]). Za Re(z) >0

+oo

I'(z) = /ﬂ‘_le_tdf..

0

Beta integral ima nekoliko korisnih formi koje se dobijaju zamjenom promjenljivih

u (1.14). Tako zamjenom ¢ = | dobijamo beta integral na polu-ravni

ds = ]
s+ 1)ty ’ Dz +y)

(1.15)

7 B r@Lw
(

Uzmimo sada da je t = sin® 4, tada je

I(2)T(y)

/sinh_l a 0052]';—1 fdo = 2]_—‘(;1',’ + y) .
0

Zamjenom r = y = % dobijamo sljedeci rezultat

b

—

(3)
2r(1)

ro | =

ili

Sljedeca formula povezuje gama funkeiju sa sinusnom funkcijom.
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Teorema 1.16 (Ojlerova formula refleksije, ([3])).

m

I(@)(1—2) = (1.16)

sinwz’

Da bi se izvela korisna svojstva gama funkcije cesto se koristi logaritam od gama
funkcije. Zbog toga cesto mozemo sresti izvod logaritma od gama funkeije, tj. popularnu
psi ili digama funkeiju.

Definicija 1.28. Digama funkcija je definisana za x # 0, -1, =2, ... sa

I'(x)
INEDN

d
Y(x) = o logI'(z) =

1.6.2 Gausova hipergeometrijska @mkcija

Cntl

Kazemo da je red > ¢, hipergeometrijski red ako je racionalna funkcija od

Crn

promjenljive n.

Definicija 1.29. Za z € C, |z| < 1, gdje su a,b i ¢ realni ili kompleksni parametri,
takvi da ¢ # 0,—1,-2, ..., Gausov hipergeometrijski red je beskonacan red (u oznaci
oFi(a, b;c; 2) ) definisan sa

2", (1.17)

25&565 2) = i(;:),i

e OF

Kada je a=cib=1 (1.17) postaje osnovni geometrijski red, §to objasnjava termi-
nologiju, ali (1.17) nije definisano kada je parametar u imeniocu negativan cio broj, jer
ovo dovodi do dijeljenja sa nulom. Prouc¢imo konvergenciju Gausovog hipergeometrij-

skog reda.

Teorema 1.17 ([3]). Gausov hipergeometrijski red »Fi(a, b;¢; z) je apsolutno konver-

getan kada je |z| < 1, divergenatan kada je |z| > 1 i konvergentan na granici |z| =1 za

Re(c —a —b) > 0.

Dokaz. Razmotrimo o Fiy(a, b;¢; z) = 3 .. Kako je % = a+k, po definciji Gausove
k=0

funkcije imamo da je
a b
B0+ +
T+ 5+

it

Ly
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b1l tako da red konvergira za |z| < 1, a divergira za |z| > 1. Da bi

L

Dakle, |z| = klim_

ispitali slu¢aj kada je |2| = 1, neka je § = %Rf(( —a —b) > 0 iuporedimo ¢lanove reda

1+ Z % sa ¢lanovima konvergentnog reda > U—l_;
k=1 k=1
Ako je |z| = 1, imamo da je
. fc“ﬁ(ﬁ(b)k _ (@) B (k— D (R =1)p*|
| @k | T en|E- DR G- DR @ Rkt |

1 1 i 1
= [r@et i | =

Kako je Re(c —a — b — 8) =20 — § = § > 0, ova graniéna vrijednost je nula, i dakle iz
konvergencije reda 3 &1—1_,,— slijedi konvergencija hipergeometrijskog reda oF(a, b; ¢; 2)

=1
na granici |z| = 1 kada je Re(e — a —b) = 0. O

Slater [41] daje sljedece dodatne kriterijume konvergencije. Za |z| = 1, z # 1, Gausov
?] divergira kada je Re(e¢ —a — b) < —1 i konvergira (ali ne apsolutno) kada je —1 <
e(c —a —b) £ 0. Takode, ako je Re(¢ — a — b) = —1 onda red konvergira ako je

(

Re(a + b) > Re(ab) u suprotnom divergira.

Teorema 1.18 (Ojlerova intergralna reprezentacija, [3]). %ka je Re(e) >
Re(b) > 0 i |z| < 1. Tada je

R N\ P,
QFl(ﬂ:b, ) ZE') = m/t (]_ — t) (1 — .L’.) dt.

Pomoéu konvergentnog Gausovog reda (1.17) definisemo hipergeometrijsku funkeiju.

Definicija 1.30. Za ¢ # 0, —1, =2, ... Gausov hipergeometrijski red naziva se hipergeo-
metrijska funkcija, definisana sa

a
2Filabici2) = e,

za |z| < 1, i produZivanjem svuda drugdje.

1.6.3 H-funkcija

H-funkeija u literaturi je poznata pod nazivom Foxova H funkeija pronasla je primje-

nu u velikom broju problema povezanih sa inzenjeringom, komunikacijama, integralnim
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jednacinama, u mnogim oblastima teorijske fizike, statistike i sl. U ovom paragrafu da-

jemo kratak pregled osnovnih njenih karakteristika, koje su preuzete iz [24].
Definicija 1.31. Foxove H funkcija se definise na sljedeci nacin
A A . A
Hyz) = Hoor |2 1) (a2, 4)) (a5, 4p) | _
' ’ (b1,B1) (b2, B2) ... (bg, By)

/ IT- b—l—Bs)H I'(l—a;— A;s)
2?” HJ m+1 B ‘3) HJ n+1 F(G'JI +‘4J'S)

2 %ds, (1.18)

gdje je it = v —1, z # 01 gdje hum,n,p,qun, 0<n<p 1<m<gq, 4, B; eR,,
a,b; eR, i=1,...,p, j=1,...,q. L je odgovarajuca kontura koja razdvaja polove

€0 = —(bJBi) j=1,2,m; v=0,1,2,... (1.19)

J

od gama funkicje I'(b; + sB;) od polova

@—G,A—f—k‘

Wiy = (7) A=1,2,...m k=0,1,2,.. (1.20)
A,
od gama funkcije I'(1 — ay — sA,), tako da
?,\(bj—f— v) # Bjlax—k—-1), j=1,2,..,m; A=1,2,..n; v,k=0,1,2,...

Teorema 1.19 ([24]). Fozova H funkcija je analiticka funkcija po z i postoji u

sliededim slucajevima:

1. g =1, p =0, Forova H funkcija postoji za svako z # 0;

2. q>1, u=0, Forova H funkcija postoji za svako 0 < |z| < 3;

3. q=1, u=0, Re(8) < —1, Foxova H funkcija postoji za svako |z| =
4. p=1, n<0, Forova H funkcija postoji za svako z # 0;

3. p=1, p=0, Forova H funkcija postoji za svako |z| > 3;

6. p=>1, p=01iRe(d) < —1 Fozova H funkcija postoji za svako |z| =

7.oa >0, |largz| < %m:r_, Fozova H funkcija postoji za svako z # 0;
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8 a=0, yu+ Re(d) < —1, Fozova H funkcija postoji za argz =0 i z # 0, gdje su

i (o

q p
= ZBJ- — Zr’lj;

J—l

a:ZAj— S wEYE= Y B

=i J=n+l g=1 Jj=m+1
1.6.4  Specijalni slucajevi H-funkcije
Definicija 1.32. Meijerova G ili G-funkcija se definise na sljedeéi nacin

ap ay ... ap
GTH,,J’I’,(Z) — GTH,,TI’, Z —
P P9\ by b,

T, Ty + l1—a; —s
/ ‘3)1_.[_} 1 p( j—5) 2 ds (1.21)
2?” 1_.[ j=mm+1 — b_}' - “'-‘) 1_-[_}'=n+l F(ﬂ.j + 5)

gdje su0<m<q, 0<n<gq,a;,j=12,..,pib;, =12 .. q sukompleksni brojevi
takvi da

a; —b, #0,1,..; j=12,...,m h=12,..m
Parametri su takvi da razdvajaju tacke

s=—(bj+v), j=1,2,...,m, veEN,

s=—(a;—v—1), j=1,2,.n, v e N,.

Ouvdje L je ista kontura kao w definiciji H-funkeije 1.51.

U slucaju kada je%: B.=C,C>0,j=12,...p,k=1,2....qu (1.18) Foxova
H funkcija se svodi na Meijerovu G funkciju, imamo sljedecéu relaciju:

a;, C) (a2, C) ... (ap,C) ap ay ... a
HJ’”.N. _(TT”,N. . 1.22
mbl C) 10.C) .. (bpC) | TP\ o by b, (1.22)
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Brojne analiticke funkcije su specijalni sluéajevi Foxove H funckije. Ove analiticke funk-
cije pojavljuju se u raznim problemima koju se javljaju u teorijskim i primjenjenim
granama matematike, statistike i inZenjerskih nauka. Mi ¢emo ovdje predstaviti samo

one specijalne slucajeve Foxove H funkeije koji su bile znaéajni u nagem istazivanju.

HY [z (1([_)1"1’)1)] T+ 2™ |2 < 1, (1.23)
H;f[z (1 Z)l) 8_21;] :%2}?‘1(@@;0; —2), (1.24)
) l—ﬁgg (opa| = Eo®) (1.25)
Hf;?[z,—j (TS) (u;kfl) (%——11)] = (5) vte, (1.26)

gdje je E, s Mittag - Lefllerova funkcija koja se definie na sljedeci na¢in:

ke

?01_:3(2) = ZI‘@%
k=0~

ot a, 8,z € C,

i1 Y,(2) je modifikovana Besselova funkcija druge vrste ili Neumannova funkeija defini-

sana sa.

et+ino

oL I(s—2)T(s+%)

c—i0o

1.7 Furijeova i Melinova transformacija

Furijeova transformacija F je preslikavanje iz prostora funkeija kompleksnih vrijed-

nosti u funkecije kompleksnih vrijednosti.
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Definicija 1.33. Neka je [ : R — C integrabilna funkcija. Furijeova transformacija od
[ se oznacava sa F[f] = f gdje je

7 ek g
—\/%_/- flx)e " dx.

Slicno, inverzna Furijeova transformacija od f se oznacava sa F~'[f] = [ gdje je

V'I’ _ 1 T . Fik:{.‘ . b
) ‘/Z_i F(R)e™ k. (1.27)

Teorema 1.20 (Inverzna Furijeova transformacija, [43]). Ako su f i [ dio po
dio neprekidne funkcije, tada je F'[Ff]= f i F[F'f] = f. Odnosno,

+
f(x) \/—/f e dk i (k) = \/E/f ek,

Teorema 1.21 (Plancherelova teorema, [43]). %o je | invegrabilna i kvadratno

integrabilna funkcija, tada je

/lf Zdr—/lf Pdk—flf 7)[dz.

Definicija 1.34. Konvolucija od [ i q;.'!ftmk(’a;.'a [ *g definisana sa
+oo
(7 9)(a ] fa=nady = | )o@ =)y

Teorema 1.22 (Osobine Furijeove transformacije, [43]). Ako su f i g integrabil-

1. Flf(e = a)] = e f(k); 5. FIf (@) = ikf ()

2. Flf@)e) = flk—b); 6. Flaf(a)] = if (k

5. Flf ) = A7 FA); 7. Fl(f *9)(@) = ﬂf{k)g(k)
4. Flf@)] = f(=h); 8. Flf(@)g(@) = A=(F *)(k).

Za razliku od Furijeovih transformacija koje su uvedene za rjesavanje fizickih pro-

blema, Melinova transformacija nastala je u matematickom kontekstu.
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Podsjetimo se da se L¢(0, 00) sastoji od realno ili kompleksno-vrijednosnih funkeija
od realne promjenljive koje su neprekidne na intervalu (0,00), osim na prebrojivom
skupu izolovanih tacaka gdje ove funkcije mogu uzeti vrijednost beskonacno i zbog toga

Rimanov nesvojstveni integral apsolutno konvergira na (0, oc).

Definicija 1.35. Neka je f(t) funkcija definisana na pozitivnoj realnoj 0si 0 < t < oo.
Melinova transformacija M je preslikavanje funkcije [ na funkciju F definisano u

kompleksnoj ravni relacijom
Mmﬂzﬁﬂ:/ﬂmHm, (1.28)
0

i inverzna Melinova transformacija se definise kao

T
fit)= M_I[F(s); t]= — / F(s)t™*ds, t >0, a= Re(s). (1.29)
2m N

Veza Melinove i Furijeove transformacije data je relacijom

M[f(t);s]:/f(t)ﬂ”“dt: /f(et)eﬂf—f-ﬂdz,zf[f(eﬁ);_-;:s].
0 — o

Funkecija F je Melinova transformacija funkeije f. Vidimo da je integral u (1.28)
dobro definisan, na primjer za funkcije f € L(a1,as), 0 < a1 < as < oo, neprekidne na
intervalima (0. a1}, [a2,00) 1 koje zadovoljavaju ocjene |f(1)| < M, za 0 <t < ay, i
[f(£)] < Mtz zat > ay, gdje je M konstanta i y; < v,. Kada su zadovoljeni ovi uslovi

Melinova transformacija F' postoji i ona je analiticka funkcija u oblasti a; < Re(s) < as.

Ako je f dio po dio neprekidna, f(t)t*~! € L°(0, o00) i njena Melinova transformacija

F data je sa (1.28), tada formula (1.29) vazi u svim tackama neprekidnosti funkcije f.

Melinova konvolucija definise se kao
T x dt
oo = [1(F)a0F (1.30)
0

Teorema 1.23 ([34]). Neka je f(t)t* ' € L°(0,00) @ g(t)t* ' € L(0, o). Melinova
konvolucija h = (f*yr g) data sa (1.30) je dobro definisana, h(z) = hax*~! € L¢(0,00) i

g[(f *ur 9)(x); s] = M[f(1); s] x M(g(t); s],
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tj. Melinova konvolucija funkcija f i g jednaka je proizvodu njihovih Melinovih trans-

Jormacija. Stavise, vazi Parsevalova jednakost

o5 at+ios

B dt 1 e .
/ﬁ?)g(t)T _pwr / F(s)G(s)x*ds. (1.31)
0 a—ins

1.8 Numericke metode

U ovom poglavlju dajemo pregled pojmova i rezultata iz numericke analize, go je cemo

koristiti u radu. Ove teme su detaljno obradene u veoma bogatoj literaturi [14, 20, 27].

Prvo ¢emo se pozabaviti tehnikom konacnih razlika za numericko diferenciranje dis-
kretnih podataka. Razmatramo formule za izracunavanje izvoda glatke funkcije, ali
samo na diskretnom skupu medusobno razlicitih tacaka g, x1, z2, ..., #x na realnoj osi.
Fokusiracemo se na tehnike kona¢nih razlika za dobijanje numerickih vrijednosti izvoda

u tackama mreze.

1.8.1 Numericko diferenciranje: metod konaé¢nih razlika

Formule konac¢nih razlika mogu se lako izvesti iz Tejlorovog reda. Poénimo sa naj-

jednostavnijom aproksimacijom izvoda funkcije f(x) u tackama x;, koristeéi Tejlorov

red

Flegen) = Flas) + (o — ) f (@) + T ) 4

Preuredenjem dobijamo
f(zja) — fl=;)

7 A:,’.- "
flay) = TR ?“f (2;) + ... (1.32)

gdje je Ax; = x;. —x; rastojanje izmedu uzastopnih évorova. Prvi ¢lan na desnoj stra-
ni u (1.32) je aproksimacija izvoda konaénom razlikom. Sljedeéi élan je odgovarajuca
grefka aproksimacije. Ozna¢imo sa h rastojanje izmedu uzastopnih évorova. Ekvidi-
stantna mreza ¢vorova definiSe se pomocu pocetnog ¢vora x; € R i svog koraka h > 0.
Cvorovi su rj=x9+jh, 7=0,...N, gdje je N > 1.

Formula (1.32) se obi¢no zapisuje u sljedecem obliku za ekvidistantnu mrezu ¢vorova
sa korakom h

f= % + O(h), (1.33)
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§to se naziva metoda prednje razlike prvog reda, gdje O(h) oznacava da je greika manja
od ch za neku konstantu c. Ovo je isti izraz koji se u analizi koristi za definisanje izvoda,
s tim §to u analizi imamo da i — 0, a ovdje h je konacno.

Eksponent od h u O(h®) je red taénosti metoda, pa kazemo da je red preciznosti
ili tatnosti metoda jednak «. On nam ukazuje koliko brzo mozZemo da poboljiamo
tacnost u zavisnosti od rastojanja izmedu uzastopnih ¢vorova. Na primjer, ako u formuli
prvog reda (1.33) umjesto h stavimo %, tada se greska (nazvana greska skraéivanja)
smanjuje aproksimativno na polovinu prethodne greske. Primjetimo da kada pri¢camo o
gresci skrac¢ivanja metoda konac¢nih razlika, uvijek se pozivamo na vodeéi ¢lan greske sa
implikacijom da su clanovi veceg reda u Tejlorovom razvoju mnogo manji od vodeceg

clana.

Razmotrimo druge popularne formule metoda konacnih razlika. Razvojem f;_; oko
x; dobijamo

L= fim
f; = <22 1 o(h)

sto je takode Sema prvog reda, koja se naziva metod zadnje razlike. Seme veceg reda
(koje su preciznije) mogu se izvesti iz Tejlorovog razvoja funkcije f u razli¢itim tackama
oko tacke x;. Na primjer, simetiricni metod dobijamo oduzimanjem dva Tejlorova ra-

zvoja. Pretpostavljajuéi ekvidistantnu mrezu imamo

r }12 " 313 "r -
fJ+1:fJ+}1fJ+?fJ +FJrJ =+ ... (154)
P R L )
fJ'_lsz'—th-—F 2JrJ _[__)JrJ + ... (15:))
sto vodi do
. ir1 — fie h? o
Jrj: Jiv1— fi— _1_le T

2h 6

Ovo je naravno formula drugog reda. Odnosno, ako korak mreze smanjimo dva pu-
ta ofekujemo da ¢e se greska skraéivanja aproksimativno smanjiti 4 puta. U opstem
sluéaju, mozemo dobiti vecu preciznost ako ukljuéimo vise tacaka. Formula cetvrtog

reda je

7 - fi—2 = 8fj- 11;8fj+1 — fiv2 | O(h"). (1.36)

Glavna poteskoca sa formulama viseg reda javlja se blizu granica domena. One zahtje-
vaju vrijednosti funkecije u tackama izvan domena, koje su nepoznate.
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Na primjer, ako su poznate vrijednosti funkeije f u tackama zg,xy,..., 2y 1 trazimo
izvod funkcije f u x_q, formula (1.33) zahtjeva vrijednost od f u x_; (pored xq, x1, 22 1
x3) koja nije poznata. U praksi da bismo izbjegli ovaj problem koristimo formule nizeg
reda ili nesimteri¢ne formule blizu granice. Sli¢no mozemo izvesti formule za izvode viseg
reda. Na primjer, formula drugog reda za simetri¢ni metod moze se dobiti sabiranjem
izraza (1.34) i (1.35), dva f ; ¢lana se ponistvaju i nakon manjeg sredivanja dobijamo

U4 _ f}'+l - 2Jrj + fj—l

fi B +0(h?).

1.8.2 Metod kvadrature

Numericko izracunavanje jednodimenzionalnih integrala, odnosno kvadrature, jedna
je od najstarijih grana numericke analize. U savremenoj primjenjenoj matematici i
statistici, kvadratura je toliko rasprostranjena da su éak i ruéni kalkulatori rutinski

programirani da je izvode.

U analizi, intergral funckije I(f) = [ f(x)dx se definise kao graniéna vrijednost gor-
nje i gonje Rimanove sume. Za integraciju funkcije f(z) nad intervalom [a, b], potrebna

pretpostavka je neprekidnost funkcije f, tako da grani¢na vrijednost lijeve 1 desne Ri-

Q.
R, (f)=D_hf(a+ih)i RI(f) =" hf(a+ih),

i=0

manove sume

gdje je h = [‘:—L“: konvergira ka integralu I( f) kada n — oc.

Kao metod numericke integracije moze se koristiti ili lijeva ili desna Rimanova suma.

U ovom slucaju greska prilikom aprokismacije integrala je:

I?(f) = Ru(f)| < (b —a)w(h), gdje je w(h) = sup |f(z)—f(y)l.

|z—y|<h

Uzimajuéu srednju vrijednost izmedu lijeve i desne Rimanove sume, dobijamo jedan

od najceséih metoda numericke integracije trapezno pravilo

Tn(h):% f(a)+2ni fla+ih) + f(b)] . (1.37)

Naziv trapez potice od linearne aprokisimacije funkcije f na svakom podintervalu
[a+ (i — 1)h, a + ih], formirajudi trapez &éije su dvije strane u krajnjim tac¢kama i in-

tervalom u osnovi. Gledajuéi na trapezno pravilo kao na srednju vrijednost Rimanovih
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suma pokazuje se njegova sposobnost da integrali funkciju samo sa pretpostavkom ne-
prekidnosti. S druge srane, ako gledamo na trapezno pravilo kao linearnu aproksimaciju
funkeije f na svakom podintervalu dolazimo do sljedeée analize greske kada funkeija f

ima neprekidan drugi izvod

& 3¢ 2 3
I(f) = Tu(f) = (b — )*f"(©)/(120%) = —nh*f"()/12, 2 € € [a, . (138)

Trapezna formula (1.37) ima gresku reda veli¢ine h?, odnosno ima red velicine a =
2. Ovaj rezultat pokazuje da kada se broj tacaka u kojima se procjenjuje funkcija

udvostruci greska se svodi (grubo govoredi) na ¢etvrtinu prethodne greske.

Jednostavna alternativa evaluaciji funkeije u krajnjim tackama je procjena funkeije
f u centru svakog podintervala [a+ (i —1)h, a+ih]. Ovo vodi do pravila srediSnje tacke

(eng. midponit rule)

M) =0 f (n. 4 (b—a) :2-;:2; 1 )

Pravilo sredisnje tacke takode samo aproksimira funkciju f pomocu stepene funkeije
na svakom podintervalu, ali njegova brzina konvergencije je konkurentna trapeznom
pravilu:

(o)
I(f) = Ma(f) = (b= a)*f" (§)/(24n%) = nh*f" (€)/24, za € € [a,1)]. (1.39)

Slitnost u izrazima (1.38) i (1.39) poziva nas da uporedimo ove kvadraturne formule.
Razlika u znaku kod rezultata greski dovodi do interesantne formule za konveksne

funkcije

M,(f) < I(f) <Tu(f), ako je f"(z) > 0 na [a, b].

1.8.3 Baricentri¢na interpolacija

U ovom paragrafu govori¢emo o zadatku interpolacije. Dat je skup tacaka i zelimo
da odredimo glatku funkeiju koja prolazi kroz sve te tacke. Prvo ¢emo pokazati metod
Langranzove i Njutnove interpolacije, a potom ¢emo govoriti o baricentricnoj interpo-

laciji.
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1.8.3.1 LangranzZova i Njutnova interpolacija

Razmotrimo funkciju f: R — R. Neka je dato n + 1, n = 0, medusobno razli¢itih
tacaka gy, 1, ...,x, na realnoj osi. Pretpostavimo da su date vrijednosti f; = f(x;),

0 < j < n. Neka II, oznacava vektorski prostor svih polinoma stepena najvise n.
Zelimo da odredimo polinom p € II,,, koji zadovoljava uslov

plz;)=f;, 7=0,1,2,..n.

Za polinom p se kaze da je interpolaciona funkcija. Kazemo da Zelimo da rijesimo zada-
tak o interpolaciji za podatke (z;, f;), 0 < j < n. Problem je dobro postavljen, odnosno
ima jedinstveno rjesenje u razmatranoj klasi IL,,. Stavise, kao $to je objasnjeno u gotovo
svakom uvodnom tekstu numericke analize, rjeSenje se moze napisati u Lagranzovom
obliku [19]

n (@ — 2y
p) =] fili(z), Lie) = 2 (1.40)
=0 (z; — xp)
k=0k#j

Langranzov polinom I; koji odgovara ¢voru x; ima svojstvo

ﬁ L, =k
i (r) = g k=0,1,2,..n. (1.41)
0, inace,

Neki nedostaci Langrazove interpolacije su:

1. svaka evaluacija polinoma p(x) zahtjeva O(n?) sabiranja i mnozenja;

2. dodavanje para novih podataka (2,1, fns1) zahtjeva ponovno izrac¢unavanje od
pocetka;

3. proracun je numericki nestabilan.

Uobiéajeno se Lagranzov oblik za polinom p(x) koristi u teoriji. Dok za proracune
generalno se preporucuje da se koristi Njutnova formula, koja zahtjeva samo O(n)
flopova za svaku evaluaciju polinoma p(x) nakon §to se izraéunaju neki brojevi, koji su
nezavisni od tacke x. Definisemo flop, tj. operaciju sa pokretnim zarezom, kao operaciju
mnoZzenja ili dijeljenja plus operacija sabiranja ili oduzimanja.

Njutnov pristup se sastoji od dva koraka. Prvo, potrebno je izracunati Njutnovu

tabelu podijeljenih razlika
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flzo]
%0, 1]

flza] [0, 71, T2
flzy, 2o flzo, 21, g, 4
flz2] flar, 22, 23]
[lzy, x) flazo, 21, oy )

flz3] : flZn-s, ..., Zal
' 3 flZn-2,Tn_1,Zn)

flZn—1, 2]
flzal

pomoéu rekurzivne formule

HiH] ey Tl — J1EG, ooy Tle—
ﬂx.}f!xi+1:"':xk—ljxk] —| f[ — :: _‘il - - 1]
J

sa pocetnim uslovom flz;] = f;. Potrebno nam je oko n? operacija oduzimanja i oko

N’.Z

% operacija dijeljenja.

Drugi korak je da za svako z izraéunamo p(x) pomoéu Njutnove interpolacione for-

mule

E(x) = flzo] + flzo, 21](x — o) + flwo, 21, o] (z — xo) (2 — 1) + ...
+fzo, T1, oy ) (2 — ) (2 — 1) - (2 — 2 q). (1.42)

Ovo zahtjeva samo n flopova kada se izvrsi mnozenje proizvoda prostih polinoma, sto

je mnogo manje od O(n?) &to je potrebno za direktnu primjenu (1.40).

1.8.3.2 Poboljsana Langranzova formula

Potrebno je naglasiti da se Langrazova formula (1.40) moze modifikovati tako da su
za evaluaciju potrebne O(n) operacije kao Sto je slu¢aj kod Njutnove formule (1.42).
Da bismo to odradili, dovoljno je primijetiti da se brojilac od {; u (1.40) moze zapisati
kao

gdje je

l(z)=(x—xg)(®x— 1) (2 — 2,). (1.43)
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Ako definiemo baricentriéne tezine sa

1
W= —— §=0,1,2,...,m, (1.44)

T T (e — )
kit
tako da w; = ﬁ, gdje je E'(:::J-) prvi izvod funkcije I(z) u tacki z;. Sada I; mozemo
Li .

zapisati u obliku

Li(z) =1(x) w;

r—r i

Primijetimo da svi sabirci u sumi (1.40) sadrze ¢lan [(z), koji ne zavisi od j. Zbog toga

taj ¢lan mozemo izbaciti ispred sume tako da dobijamo

(1.45)

Sada i Langranzova interpolaciona formula zahtijeva O(n?) Hopova za izracunavanje
brojeva w; i nakon Sto nam ti brojevi budu poznati potrebno je jos O(n) flopova
za lzracunavanje polinoma p. Rutishauser [37] je nazvao (1.45) prvom baricentri¢nom

formulom.

Iz (1.44) zakljuéujemo da su za uklju¢ivanje novog ¢évora x,+; potrebna dva pro-

racuna:

1. podijeliti svaki w;, 7 =0,1,...,n sa z; — z,+1 (jedan flop za svaku tacku), §to ce

nas kostati n + 1 flopova;

2. igracunati w,.; pomocu formule (1.44), gdje nam treba jos n + 1 flopova.

Langranzova interpolaciona formula se tako moze poboljsati sa O(n) flopova. Rekurziv-
nom primjenom ovog 1‘:01‘108&11_]& uz minimiziranje broja dijeljenja, dobijamo sljedeéi
algoritam za izracunavanje w; = wj(-“}: j=01,2 ..n:
w{(]m =1
for j=1tondo
for k=0toj—1do w,{j} = (z — :I:J)w,{j_l}

end Ql
w; = [ (2 — z)

k=0
end for
for jz[)toan:dc.-wj.“”:_UJ—}j—.Y
3

end for
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Ovaj algoritam izvodi iste operacije kao (1.44), samo drugaéijim redosljedom.

Velika prednost poboljsane Lagranzove formule u odnosu na Njutnovu interpolaciju,
koja se rijetko pominje u literaturi, jeste da veli¢ine koje se moraju izracunati u O(n?)
operacija ne zavise od podataka f;. Ovo svojstvo dozvoljava nam interpolaciju onoliko
funkcija koliko zelimo u O(n) operacija, onda kada su tezine w; poznate. Dok Njutnova
interpolacija zahtijeva ponovno izracunavanje tabele podijeljenih razlika za svaku novu
funkciju.

1.8.3.3 Baricentriéna formula

Jednakost (1.45) se moze modifikovati do elegantnije formule i upravo se ta formula

cesto koristi u praksi.

Pretpostavimo da interpoliramo pored podataka f; i konstantnu funkeiju 1, ¢iji je
interpolant naravno sama ta funkeija. Zamjenom u (1.45), dobijamo

1= @) =) %
=0 i=0 J

Dijeljeéi (1.45) sa prethodnim izrazom dobijamo baricentriénu formulu za polinom p

j=ﬂ I
plr) = —F—0. (1.46)

3
T—z;

i=0

gdje w; je definisano sa (1.44). Rutishauser [37] naziva (1.46) drugom baricentri¢nom

formulom.

Vidimo da je baricentri¢na formula Lagranzova formula, ali sa posebnom i lijepom
simetrijom. TeZine w; se pojavljuju u imeniocu i u brojiocu ali samo bez faktora f;. To
znaci da se svaki zajednicki faktor u svim tezinama w; moze ponistiti bez uticaja na
vrijednost polinoma p.

Kao (1.45), jednakost (1.46) moze iskoristiti prednost izracunavanja tezina w; za

O(n) flopova za dodavanje novog évora (2,.1, fui1).

1.8.3.4 Cebisovljeve tacke

Za odredene specijalne skupove ¢vorova z;, mozemo dati eksplicitne formule za ba-

ricentriéne teZine w;. Pocecemo od ekvidistantne mreze sa korakom h = 2 na intervalu
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_1yn—1(n
[—1,1]. U ovom slucaju tezine w; mogu se direktno izra¢unati w; = () [38], sto

htinl

nakon skracivanja ¢lanova nezavisnih od j vodi do

w; = (—1) ("f’). (1.47)

Za interval [a,b] pomnozili bismo prvobitnu formulu za w; sa 2%(a — b)7", ali i ovaj
konstantni faktor se moze odbaciti, tako da ¢emo ponovo dobiti (1.47) bez obzira na a
ib.

Uocavamo da ako je n veliko u (1.47), tezine w; za ekvidistantnu baricentri¢nu inter-
polaciju variraju eksponencijalno ka velikim faktorima, reda priblizno 2n. Ovaj efekat
prouzrokuje da ¢ak i mali podaci blizu sredine intervala su povezani sa velikim oscila-
cijama u interpolantu, koji je reda 2n puta vedi blizu granica intervala [17], [49]. Ovaj
takozvani Rungeov fenomen nije problem sa baricentricnom formulom, veé¢ je sustinski
problem interpolacije. Izmedu ostalog, to implicira da je polinomska interpolacija ne-
jednako rasporedenih tacaka veoma lose uslovljena: male promjene u podacima mogu

izazvati ogromne promjene u interpolantu.

Da bi polinomska interpolacija bila dobro uslovljen proces, osim ako je n priliéno
malo, moraju se izbjeci ekvidistantne mreze cvorova ([45], teorema 6.21.3.). Kao sto
je dobro poznato u teoriji aproksimacije, pravi pristup je da se koriste skupovi tacaka
koji su grupisani na krajevima intervala sa asimptotskom gustinom proporcionalnom
(1— :::2)’% kada n — oo. Zanimljivo, ovo je ista asimptotska gustina koju dobijamo ako
se interval [—1, 1] tumaci kao provodna Zica, a tacke x; se tumace kao tackasta naelek-
trisanja koja se medusobno odbijaju inverzno-linearnom silom i kojima je dozvoljeno da
se kretu duz zZice da bi pronasli svoju ravnoteznu konfiguraciju ([48], pogl. 5). Upravo
je ovo i ista asimptotska gustina potrebna da bi tezine w; bile uporedive razmjere u
smislu da iako mozda nisu sve potpuno jednake, ne variraju eksponencijalno ka velikim
faktorima od n.

Najjednostavniji primjeri skupova grupisanih tacaka su porodice Cebisovljevih
tacaka, dobijene projektovanjem jednako rasporedenih tacaka sa intervala [—1,1] na
jediniéni krug. Definisane su cetiri standardne varijante takvih tacaka i za svaku po-

stoji eksplicitna formula za [ u (1.43) koje se mogu lako difirencirati.

Iz izraza

pomenutog ranije, dobijamo eksplicitne formule za tezine w;.
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Cebisovljeve tacke prve vrste su

27+ U
Tj; = cos M 7=0,1,...,n.
2n+2
U ovom slucaju nakon skradivanja faktora nezavisnih od j dobijamo (Henric, 1982; str.
249)

Primijetimo da ovi brojevi ne variraju eksponencijalno, ve¢ prema faktorima O(n), §to

odrzava dobru raspodjelu tacaka. CebiSovljeve tacke druge vrste su

Jmo .
Ty = cos?: 1=0,1.2 . n.

Ovdje je

. 1 4=0 iij=n,
Wy = (_1)363': 9 = 2 J g J
1 inace;

sve tezine osim dvije su potpuno jednake. Formule za CebiSovljeve tacke trece i ¢etvrte

vrste mogu se naci u [8].

Za sve ove skupove CebiSovljevih tacaka vazi da ako se interval [—1,1] linearno
transformise u interval [a,b] tezine definisane sa (1.44) mnoze se sve sa 2"(b — a)™.
Medutim kako se ovaj faktor ponistava u baricentri¢noj interpolaciji, nema potrebe da

ga ukljucujemo.

Vidimo da sa ekvidistantnim ili CebiSovljevim tackama, nisu potrebna teska iz-
racunvanja da bismo dobili tezine w;, samo O(n) operacija je potrebno za izra¢unvanje

polinoma p.

1.9 Singularna dekompozicija

S obzirom na to da ¢e nam singularna dekompozicija biti neophodna u numerickim
izratunavanjima, u ovom poglavlju da¢emo najvaznije rezultate iz oblasti singularne

dekompozicije.

Prisjetimo se da ako je A simetricna matrica dimenzije n x n, tada A ima realne
svojstvene vrijednosti Ay, Ay, ..., A, (moguéa su ponavljanja). Neka je vy, vy, ..., v, or-

‘e

tonormirana baza u R", gdje svaki vektor v; je svojstveni vektor od A sa svojstvenom
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vrijednoséu A;. Tada je
A= PDP™!

gdje P je matica ¢ije kolone su svojstveni vekotri vy, vo, ..., v,, a D je dijagonalna matrica
¢iji dijagonalni elementi su svojstvene vrijednosti Aq,..., A,. Kako su vektori vy, ..., v,
ortonormirani to je matrica P ortogonalna matrica, tj. PTP = I, tako da alternativno

gornju jednacinu mozemo zapisati u obliku
A=PDP",

Singularna dekompozicija (SVD) je generalizacija prethodnog, tj. matrica A ne mora

biti simetri¢na, ¢ak ni kvadratna.

SVD je veoma mocna tehnika za matri¢ne proracune, pa zbog toga ova tehnika ima
brojne primjene, neke od njih su:

e najtacniji nacin za odredivanje ranga matrice;

e rjeSavanje problema najmanjih kvadrata;

e koristi se u racunarskoj grafici jer njeni faktori pruzaju geometrijske informacije

o originalnoj matrici;

e kompresija slike.

1.9.1 Singularne vrijednosti
Neka je A matrica dimenzije m x n. Prije nego definiSemo singularnu dekompoziciju,
potrebno je definisati singularne vrijednosti od A.

Razmotrimo matricu AT A. Ovo je simetriéna matrica, dimenzije n x n, tako da njeni

svojstveni vektori su realni.
Lema 1.1. Ako je X svojstveni vektor od AT A, tada je X = 0.

Nekasu A, Mg, ..., A, svojstvene vrijednosti za AT A sa ponavljanjem. Uredimo ih tako
dadi>X>..2>XN >0 Nekaje o, =+ N,i=1,n,takoda o, > 00> ... >0, > 0.

Definicija 1.36. Brojevi 1,09, ..., 0, definisani gore nazivaju se singularne vrijednosti
od A.

Propozicija 1.1. Broj nenultih singularnih vrijednosti od A jednak je rangu matrice
A.
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Propozicija 1.2. Neka je A matrica dimenzije m xn. Maksimalna vrijednost od || Az||,
gdje je x jedinicni vektor iz R™, je najveca singurlarna vrijednost o1 i ona se dostize
kada je x svojstveni vektor matrice AT A sa svojstvenom vrijednoséu o2,

Moze se pokazati da je gy maksimalna vrijendost za ||Az|| gdje je z jediniéni vektor
ortogonalan sa v;. Sliéno, o3 je maksimalna vrijednost za ||Az|| gdje je x jediniéni
vektor ortogonalan sa vy 1 vs 1 itd.

1.9.2 Definicija singularne dekompozicije

Neka je A matrica dimenzije m X n sa singularnim vrijednostima ¢; > g, > ... >
o, = 0. Neka r oznacava broj nenultih singularnih vrijednosti od A ili ekvivalentno r
je rang od A.

Definicija 1.37. Singularna dekompozicija od A je faktorizacija
A=UxVT
gdje je:

o U ortogonalna matrica dimenzije m x m;
e |V ortogonalna matrica dimenzije n X n;

o ¥ matrica dimenzije m x n ¢ifi i-ti dijagonalni element je jednak i-toj singularnoj
vrijednosti o; za i = 1,2, ..., r, a ostali elementi su jednaki nuli.

Sada ¢emo objasniti kako da pronademo SVD od A.

Neka je vy, s, ..., v, orotonormirana baza u R", gdje v; su svojstveni vektori za
matricu AT A sa svojstvenim vrijednostima o7, i = 1, n.

Lema 1.2. a) ||Ay|| = a;.
b) Zai#j. Au i Av; su ortogonalni.

Teorema 1.24. ([12/) Neka je A matrica dimenzije m x n. Tada A ima singularnu
dekompoziciju (SVD) (koja nije jedinstvena) A = UXVT, gdje su U i V zadate na
sljedecéi nacin:

o Kolone matrice V' su ortonormirani svojstveni vektori vy, vq, ..., v, matice ATA,

gdje je AT Av; = o?v;.
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e Zai <, tako da a; # 0, tada je i-ta kolona matrice U data sa o] 'Av;. Iz leme
1.2 slijedi da su ove kolone ortonormirane, i preostale kolone od U se dobijaju

proizvoelinim prosirivanjem do ortonormirane baze u R™.

1.10 Jednodimenzionalna logisticka slucajna ve-
licina
Logisticka raspodjela koristi se u mnogim oblastima kao Sto su logisticka regresija,

logit modeli, neuronske mreZe. Osim primjene u fizici, sportskom modeliranju sve vecu

primjenu ima i u finansijama [5].

Neka je sluéajna velicina X definisana na standardnom vjerovatnosnom prostoru

(2, A, P) i neka su funkcija raspodjele i funkcija gustine redom date sa

1
ﬁx) = ; (1.48)
1+ exp(—ﬂT ; ,u)

()
exp| —
fz) = 7 (1.49)

H—Esr)

gdjesuz € Ri (o, pu) e R. x R.

Kazemo da slucajna velicina X ima logisticku raspodjelu sa parametrima i o, u oznaci

02'|T2
3
je g = 010 =1, slucajna velicina X se ¢esto naziva standardna logisticka slucajna

X ~ Log(p,o0). Otekivanje je EX = pu, dok je disperzija DX = . U sluéaju kada

velicina.

Karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne veli¢ine X ~ Log(u, o) je
dx(t) = e““F(I - éﬂg)I‘(l + flf,ar): t €R. (1.50)

Zaista,

( T — ,u)
e exp| ——
E(exl')(-ri!,X)):/ et s dz.

oo ( ( T — p))z
o|l+expl —
o)
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Koristedi smjene e~ o = u i de = — 7% dobijamo
+oo ei&{p—o’lnu}
E(exp(itX)) = ——du =
(exp(it X)) /n T+uz

) +oc _u_—ﬂ,cr
= HILF’/ %d'ﬂ..
o (14+u)?

Ako u jednaéini (1.15) zamijenimo z i y sa 1 — ite i 1 + ito respektivno, dobijamo

E(exp(itX)) = ¢ T(1 — ito)T(1 + ito).

Sluc¢ajna velicina Y = % ima standardu logisti¢ku raspodjelu, tj. ¥ ~ Log(0,1), sa

funkcijom gustine

exp(~y) —00 <y < 400

fly) = m

i sa odgovaraju¢om funkcijom raspodjele

1

Fly)= ———— 00 < 1 .

(v) T ap(oy) O SY<+®

Dakle,
—ko—p X — ko —
ﬁ“_kg<X<”+ka}:P{u ok _ po_ ptko u}:
a (o) (e}
=P{-k<Y <k}=

e —1

ZF(k)—F(—k)=7(l+ek)2. (1.51)

Uzimajuéi, redom u (1.51), dajek =1 k=2 k=41k =6 dobijamo

Plp—o <X <p+o}=0,462;

Plp—20< X < p+20} =0,762;
Plp—do< X < p+4o} =~ 0,964;
P{p—6c< X < p+60c}~0,995.

Ovo relacije su poznate pod nazivom pravilo k sigmi, za £ = 1,2.4,6. U primjenama se
posebno koristi pravilo Sest sigmi ¢ija bi interpretacija bila da je “prakticno sigurno”

da sluéajna velicina X uzima vrijednosti u intervalu (p — 60, p + 65).

Logisticka raspodjela ima deblji rep od normalne raspodjele pa je dosljednija realnim

podacima i daje bolji uvid u vjerovatnoéu ekstremnih dogadaja.
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SLika 1.1: Funkeije gustine standardne logistiéke (plava boja) i standardne normalne

raspodjele (narandzasta boja)
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Glava 2
Dosadasnji rezultati

Jednodimenzionalna logisticka raspodjela kao i njeni visedimenzionalni oblici priliéno
su opsirno proucavani u teoriji i takode se Siroko koriste u praksi. Logisticka raspodje-
la ima dugu istorijsku primjenu koja datira jos od devetnaestog vijeka. Pored toga,
logisticka raspodjela ima nekoliko znacajnih teorijskih svojstava, od kojih je najpo-
znatije da se javlja kao granicna raspodjela srednjeg opsega standardizovanog uzorka.
Logisticke raspodjele nastavljaju da pronalaze primjenu u razlicitim oblastima. Obiéno
predstavljaju jedan od prvih moguéih izbora u modeliranju raspodjela koje imaju teze

repove od normalne raspodjele.

Postoje mnoge verzije visedimenzionalne logisti¢ke raspodjele [4, 5, 18]. U radu [6]

proucavano je logisticko sluc¢ajno vektorsko polje. Tu je data sljedeca definicija.

Definicija 2.1. Za m-dimenzionalni slucajni vektor Z kaZemo da ima logisticku ras-
podjelu, ako ima istu raspodjelu kao UY + p, gdje Y je m-dimenzionalni slucajni
vektor sa normalnom raspodjelom sa ocekivanjem (0 i matricom kovarijacije X, U je
slucagna velicina koja ima Kolmogorov-Smirnov raspodjelu, Y i@ U su nezavisni i p je
m-dimenzionalni (ne-slucajni) vektor.

Neka je
e =

f(z):m,zek

funkcija gustine za standardnu logisticku raspodjelu sa karakteristicnom funkcijom

muw
Lp('b[,') = mJ w e R, (21)
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Kao korisno svojstvo za standardnu logisticku funkeiju gustine f(z) izveden je slje-

dedi integralni izraz:

S+
1 22 du
= xXp | ——— (u)—, R 2.2
12 2 / P ( 2'.'1.2) fow) u 2 € (2.2
0
gdje
2u i (—1)" 'n?exp (—ﬁ) ; u >0,
Jr” ('U.) = n=1 2
0, u <0,

funkeija gustine Kolmogorov - Smirnov slucajne velicine U sa funkcijom raspodjele

142 f} (—1)"exp (——“) . w0,
P{Ur << 'U.} = n=1 2
0, u < 0.

Drugim rijecima, standardna logisticka slu¢ajna velicina ima istu raspodjelu kao UY,

gdje Y je standardna normalna raspodjela. Kao posljedicu od (2.1) i (2.2) imamo slje-

r 1 . T/ W
/ exp (—Ewuz) folu)du = i, w = 0, (2.3)
0

dedi identitet
sinh(my/w)

Matemticko ocekivanje za logisticki sluc¢ajni vekotor 7 je zadato sa
EZ = EUEY + p = p,

i njegova matrica kovarijacije je data sa

’

cov(Z,Z) = cov(UY + p, UY + p) = EU*S = %E,

gdje BU? je izracunato koriséenjem identiteta (2.3) na sljededi nadin:

EU? = [ v*fy(u)du = —2,(—) / exp (—Eu,r-u.z) fo(uw)du =
dw 2
0 0

w=()

L0 T w w2

Jw sinh(my/w) ‘u,:n 3

Takode koriséenjem identiteta (2.3), dobijamo karakteristiénu funkciju za Z:

E exp (-,iu,rTZ ) =exp (-,i-u,rT,u) Eexp (-,iu.rTUY) =
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=exp(iv’ ) [ Eexp(iwY) fu(u)du =

=exp (?}u,rT,u)

1.
exp (—Eu.zu,rTEw) fo(uw)du =

Sk‘-\g 9%-..__\8

VwTXZwr
sinh (\/ u,rTEu,rrr)

=exp(iw’p) cw e R™ (2.4)

Na slici 2.1 prikazana je karakteristicna funkcija za dvodimenzionalnu logistiéku
raspodjelu sa parametrima m; =ms =0, 01 =02=11p = 0.5.

U radu [6] je potvrdeno da funkeija raspodjele logistickog sluéajnog vektora Z koja
je data sa

ﬁZl < 21y Zm < Zmp = P{UY1+m <21, .., UV + o < 2m} =

= / P {yl < A HL Y < i} fu(u)du,

u
0

nema eksplicitan oblik (zatvotenu formu) osim za slué¢aj m = 1, tada je

-1
P{Z, < 2} = [l—l—exp (—m)} 21 ER,

J1
gdje je o1 =D(Y7).

Sve pomenuto dalo nam je podstrek u daljem razmatranju problema
visedimenzionalne logisticke raspodjele. U radu [26] bavili smo se numerickim generisa-
njem raspodjele za slucajni vektor Z koji je definisan svojom karakteristicnom funkci-
jom, 3to je i detaljno opisano u glavi 5. Da bi dosli do rezultata iz pomenutog rada [26],
bilo je potrebno prvo pozabaviti se numerickom inverzijom karakteristicne funkcije. U
nastavku dajemo kratak pregled iz literature koja se bavila pomenutom tematikom.

U radu [39] navedena su pravila za numeric¢ku inverziju visedimenzionalnih karak-
teristicnih funkeija u cilju izrac¢unavanja funkcije raspodjele. Pomenuti rad predstavlja
visedimenzionalno uopstenje tehnika koje mozemo pronaci u [10]. Vodeéi se pomenutim
rezultatima dizajnirali smo algoritam za numericku inverziju karakterisiti¢ne funkcije

koji smo opisali u poglavlju 4.3.
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Stika 2.1: Karakterisitiéna funkeija za dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu sa
paramterima m; = mo =0, oy =g =11 p = 0.5

U nastavku dajemo najznacajnije rezultate iz rada [10]. Neka je X realna slucajna

velicina koja je zadata svojom karakteristicnom funkcijom

o(u) = Be™X,

i zelimo da odredimo P{X < z}.
Pretpostavimo da za neko ¢ > 014 > 01 za svako u > 1,

|p(u)] < cu™

idaje E(|X]) < co. Imamo da je (Gil - Pealez, 1951)

+oc
1 |" m ;_IUI
P{X <z}=-— /Im olwe ™ du.
2 2mu
Dakle,
+oo . .
ﬁX <x—t}—P{X>z+1t}=-2 / Im (0(:;);) cos(ut)du.
T
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Posljednje dvije jednacine mogu se zapisati kao

A
1
EX <:r:}—§= /S(u)d-u.,
0
2 27 T 2m
P{X <r— %n} —P{X >+ r'n} 2/5‘ (‘OH( rnu)du:
0

gdje je

- 2w { )

i n je pozitivni cio broj. Primjenom Furijeove formule za sumiranje redova, dobijamo

+oo
2mn 2mn 2rnu
e o e ) -mless o5 -

n=1
u+kA) —i(ut+kd)r
:——A In .
3 m{fdes

Korisna formula se dobija ukoliko u zamijenimo sa 0 ili %. Smjenom u = % dobijamo
q — 2mn 2mn
P{X =)< P | KR - —— | BEgX “ I B
<x}+;( ){ ( <z A) ( > +A)}
EYAJe—i{3+k)Ax
— Z Im + JA)e” .
m(3+k)

Dakle, za izraéunavanje P{X < x} bira se A tako da

2 2m
a Pl X<o—— )|, P X>04+— 2.5
nnx{ ( < A)' ( >I+A)} (2.5)

je manji od recimo polovine dozvoljene greske i zatim izracunavamo

@ K sl —i(I+k)Ax

5 T k)A)e "2
5 f2G+ DA J
2 &~ w(5+E)

gdje K se bira tako da je greska prilikom numerickog izracunvanja beskona¢nog reda

takode manja od polovine dozvoljene greske.
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Na viSe na¢ina mogu se ocijeniti graniéne vrijednosti u (2.5). Na primjer, pretposta-
vimo da generatrisa momenata E(e“Y) postoji u nekoj okolinjsd/;, UU>) nule i da 1(u)

oznacava njen logaritam. Tada razmatrajuéi ocekivanje od I —exp{u(X —2)} i

{X=z}
- |( .
smjenom x = 1 (u) dobijamo

P{X > (u)} < exp{-e;b (u) — w (u) }; (Uy = u=0),

gdje I oznacava indikator funkeiju.

Nakon kreiranja algoritma za numericku inverziju karakteristicne funkcije za dvodi-
menzionalnu logisticku raspodjelu, bili smo u mogucénosti da generisemo slucajne bro-
jeve iz pomenute raspodjele, sto se prvi put javlja u literaturi. Kao posljedica dobijenih
rezultata, nametnulo se pitanje kreiranja testa maksimalne vjerodostojnosti za dvodi-
menzionalnu logisticku raspodjelu. U dosadasnjoj literaturi nemamo slican rezultat za

pomenutu raspodjelu. U nastavku dajemo kratak pregled iz literature.

U radu [47] predstavljen je test maksimalne vjerodostojnosti zasnovan na kompara-
ciji izmedu empirijske i teorijske karakteristiéne funkeije. To je odradeno koriéenjem
odgovarajuc¢e mjere za udaljenost. Karakteristicna funkcija je vazna za teorijsko karak-
terisanje raspodjele slucajne velicine. Stoga se otekivalo da se empirijska karakteristicna
funkcija, moze koristiti za formiranje testa maksimalne vjerodostojnosti. U radu [25]
predlozena su dva testa za logisticku raspodjelu, jedan zasnovan na empirijskoj karak-
teristicnoj funkciji, a drugi zasnovan na empirijskoj generatrisi momenata. U nastavku

dajemo najznacajnije rezultate iz rada [25].

Neka je X ~ Log(d, ¢) slucajna velicina sa logistickom raspodjelom sa parametrom
lokacije 6 € R i parametrom razmjere ¢ > 0. Neka je funkcija gustine definisana sa
(1.49).

Karakterisit¢éna funkeija i generatrisa momenta za transformisanu slucajnu veli¢inu
Y = X—4

&

date su sa

i . _ i

o(t) =

Lt < 1, 2.6
sin(wt)’ I ! (2.6)

respektivno. Za definisanje testa maksimalne vijerodostojnosti za nultu hipotezu
Hy: X ~Log(d,c) zaneko d € Ri ¢ > 0,

koriséeno je (2.6).

Familija logistickih raspodjela £ = {Log(d,c¢) : 6 € R,e¢ > 0} je invarijantna u
odnosu na afine transformacije sluéajne velicine X, tj. akoje X € L =— X +d € L,
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za svako realno d i 3 > 0. Dakle, test statistika, recimo T,,, takode treba da bude
invariantna u odnosu na afine transformacije, tj. za svako realno d i 8 > 0 treba da

bude zadovoljeno

To(BX1 +d,BXs +d, ..., AXn + d) = T& 9, ooy Xi)

gdje su Xy, Xy, ..., X, nezavisne jednako raspodijeljene slucéajne veli¢ine sa istom

raspodjelom kao slucajna velicina X. Da bi to postigli, razmotrimo ocjenu 4, =

On (X1, Xo, ..., X,,) za parametar 0, koja je afino ekvivarijantna, tj.
0.(BX1 4+ d, BXs+d, ..., 38X, + d) = B6,(X1, Xs, ... X)) + d.

za neko realno d i 8 > 0. Sli¢no, razmotrimo ocjemu ¢, = ¢,(X1, Xo, ..., X,,) za parame-
tar ¢, koja je lokacijski invarijantna i razmjerno ekvivarijantna, tj.

en(BX1+d, BXs+d, ..., BXn + d) = Bén (X1, Xs, .., X2)

za neko realno d i 3 > 0. Da bi postigli afinu invarijantnost, razmotrimo empirijsku

karakteristicnu funkeiju i empirijsku generatrisu momenata
I " o 1 ] i
o, (1) = E.Zl exp(itY;) i M, (t) = = Eexp(ﬂ}j)
= i=

. . Xj—bp T . .
za transformisane podatke Y; = ==—=, j =1,2,.., n. Primijetimo da je svaka statistika
=13
koja zavisi od X, iskljuc¢ivo preko Y, afino invarijantna i da je
g J . J . .

0n(Y, Yo, . Yy) = 11 6,(Y1, Vs, ..., Y,) = 0.

Dakle, pod hipotezom Hy i za veliko n, ¥7,Y5, ..., Y, ¢e imati priblizno standardnu
logisticku raspodjelu Log(0,1). Autor u [25] predlaze da se test za H, zasniva na mjeri
odstupanja od nule sluc¢ajnih funkcija D, = |0,(t) — (1), t € R1i Do = |M,(¢t) —
M(t)], te (—1,1).

PredloZena test statistika moze se zapisati kao
+oo
TU) = p / Did-(!,)u,rj(!,)d!,: (2.7)
—0C

gdje w;(t), j = 1,2, oznatava odgovarajucu tezinsku funkeiju. Predlozeni test odbacuje
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nultu hipotezu za velike vrijednosti T,(;”. Da bi se pojednostavio numericki proracun pre-
dlozene su dvije klase funkcija za tezinsku funkciju za koje T ima oblik pogodan za nu-
mericko izracunavanje. Te kase su wy(t) = exp(—alt|) za TV i wy(t) = I(_1.1ysin®(vrt)
Za T,(;Q}: gdjejea>0iv=12 ..

U radu [13] posmatran je visedimenzionalan pristup testu maksimalne vjerodostoj-
nosti ali u slucaju visedimenzionalne Laplasove raspodjele (MLD). U nastavku dajemo
kratak pregled iz pomenutog rada [13]. Neka je X slucajni vektor dimenzije d > 1.

Karakteristicna funkeija od MLD je data sa

#Ts
€
Ot) =¢(t;0,8) = ————, 2.8
(0 = 0(6:0.2) = ey (28)
gdje je 6 € R i ¥ € M, oznacava dijagonalnu matricu koja pripada skupu pozitivno
definitnih matrica reda d x d. Kazemo da X ~ MLD(4,X) ima viSedimenzionalnu
Laplasovu raspodjelu koja je specifikovana sa karakteristi¢nom funkeijom (2.8). Na
osnovu nezavisnih opservacija X, X, ..., X, slucajnog vektora X zelimo da testiramo

nultu hipotezu
Hy: X ~ MLD(4,%) za neko 6 € R? i za neko ¥ € My

nasuprot opstoj alternativnoj hipotezi. Kako je familija raspodjela MLD zatvorena u

odnosu na afine transformacije to éemo posmatrati standardizovane podatke
A1 .
: &
Zi=%," (XJ- — En) cza =12, ...n,

gdje su (5,“ ﬁ]n) odgovarajuce ocjene od (4,X). U odnosu na hipotezu H,, podaci Z;,
j=12,..,n, za dovoljno veliko n imaju priblizno MLD(0,, I;) raspodjelu, gdje su (4
i I; nula vektor i jedinicna matrica, respektivno. Predlozena je test statistika

l 2
On(t) (1 + §||!,||2) -1

Tw=n W (t)dt, (2.9)

e

gdje je ¢,(t) = i > et Z; empirijska karakteristicna funkcija izracunata za standar-
j=1
dizovane podatke Z;, j = 1,2,...,n 1 W(.) je tezinska funkeija koja se uvodi u cilju

konvergencije integrala definisanog sa (2.9).

Jedan od nasih doprinsa je izvodenje slicnog rezultata za dvodimenzionalnu logi-
sticku raspodjelu, sto je detaljno opisano u glavi 7. U nastavku ¢emo izvesti originalne

rezultate koji se mogu pronadi u radovima [26, 32, 33].
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Glava 3

Raspodjela dvije nezavisne logisticki

raspodijeljene slucajne velicine

Za date slucajne velicine X 1 Y, raspodjela linearne kombinacije X + gY ima
sve vedu primjenu u razli¢itim oblastima, poput biologije, fizike, ekonometrije i sl. Na
primjer, u [21] je pokazano da su najcesce koriséeni probabilisticki alati u geostatistici
zasnovani na linearnim kombinacijama sluéajnih velicina. Kako se upotreba logisticke
raspodjele sve vise Siri, prirodno je pozabaviti se raspodjelom linearne kombinacije dvije

logisticki raspodijeljene slucajne veli¢ine. U ovoj glavi izlozi¢emo rezultate rada [32].

Neka su sluéajne velicine X 1Y definisane na standardnom vjerovatnosnom prostoru
(2, A, P) sa logistickom raspodjelom Log(A,6) i Log(u, @), respektivno. U ovoj glavi
izveiéemo raspodjelu slucajne velicine Z = aX + 8Y. Sljedece dvije leme vode nas do

tog rezultata.

Lema 3.1. Imamo da

a)

Ssin(rs)’ L < Rels) <0 (3.1)

/ " og(1l + z)dx =
0
b)

/"“ oy xt T( =0+ k4 1)
a x dr =
0

EEDEE Tk +2) , 0 < Re(s) < Re(a(k +2)). (3.2)

Dokaz. a) Jednaéina (3.1) slijedi iz formule 4.293.3 u [16].

b) Pomoéu (1.14) lako se pokazuje da je:

= ozt T(s)T(a—s) » _ N
/n 7(1 n :I:)ufh, = T 0 < Re(s) < Re(a). (3.3)




Dakle,

o0 . ,I,r.r.{ k+1) o0 8 +uk,1,,u— 1
a T ———————dr=a —dr.
/n (14 wa)kt2 /n (14 po)kt2

. . : _ . . 1
Uvodimo smjenu 2% = ¢ i ax® 'dr = dt, dobijamo da je x = ta.

Odnosno,
8

oo t§+k oo t(§+k+1}—1
/ ——— dt :f = = dt.
0 (1 — t)”\+2) 0 (l + t)((l—;}+{;+k+l}}

Dalje iz (3.3) dolazimo do

'){{1—§}+{§+k+1}}d" - [(k+2)

/x pE+E+D)-1 T4+ k+1I(1-2)
0 (l+f

Lema 3.2. Neka je A >0 ia € R ispunjeno je

xtIn(l +x

= 0.
e—os (A + 27)? :

Dokaz. Nakon sto viSe puta primijenimo Lopitalovo pravilo dolazimo do zeljenog re-
zultata. O

Teorema 3.1. Vazi

oo k1) - N 1
1]

ﬂ+r)“2x C(k+2 0,1) (0,1) (k+1,5]

Dokaz. Neka je G1(7) = log(t+1) i Ga(t) = %r Uoctimo da se integral I moze

predstaviti kao Melinova konvolucija na sljedeéi nacin:

dt
.

=G G0 = [ Gi(7)e0T

Na osnovu (1.31), integral I moze biti napisan kao inverzna Melinova transformacija
proizvoda Melinovih slika Fl(—s) i Cz( i) funkeija G (I) i Gy(t), respektivno. Dakle,

2?’?/0 (—s) (3.4)

gdje je C' kontura u kompleksnoj ravni od 7 — i do v + iy, Re(s) = 7, tako da

b-gi i “f—lv leze sa razlicite strane konture C', gdje su a; € {0,1}, b; € {0,k + 1},
I
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A Bje L, iv=0,1,2, ..
Na osnovu leme 3.1 imamo

> 7 1
Gi(s) = / = log(z + 1)dz = —
0

s sin(ws)

dr =
1+ zoyer2 T(k +2)

- ° , aztlk+D Fr1-HrE+k+1
Gz(s):/ z* 1( : ( Al )
0

Primjenom (3.4) dobijamo:

- f a ds. 35
o ’ (3.5)

1 / m 1 TA-2T(E+k+1)
o §sin(ms) Ik+2)

Dalje, primjenom osobina za gama funkciju i Ojlerove formule za refleksiju (1.16) imamo

da je
ssin(ws) = I‘(s)TrI‘I;(sl)I_‘Els)— pE (3.6)
Zamjenom (3.6) u (3.5) dobijamo:
I 1 1 / (S)F(S)T(l —s)I(1-2)0(2 +k+ l)ds.
2nil(k+2) Jo F(s+1)
Koriséenjem definicije 1.31 za Foxovu H funkeiju dobijamo trazeni rezultat. O

Teorema 3.2. Neka su X ~ Log(\#8),Y ~ Log(p,¢) nezavisne slucajne velicine.

o8 1 /z—ps
n.—%, A-exp{—g( - —)\)}.

Tada funckija raspodjele Fz(z) slucajne velicine Z = aX + 8Y je data sa:
a) ako je a8 > 0

Neka je

b) ako je a3 < 0

B poaof i (0.1) (50 (LD
Fz(z)=1-ad H“"‘[’" Loy o) (2—%&)]
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Py 0,1) (=21 1,1
+(a— D)ATH? | A% | 0.1) (=52 ( ' )1 (3.8)
(0,1) (0,1) (1- = E)
Dokaz. Dademo dokaz za af > ().
Funkeija raspodjele Fz(2) = P {aX + 8Y < 2z} moze se izraziti kao
z— B
Fate) = [ FX( "’) fr(v) dy. (3.9
B :
Zamjenom (1.48) 1 (1.49) u (3.9) dolazimo do
1 7\'.'}-_!13 l
e ¢ dy
Fy(z) = —,/ — i .
PSr (147) (14 e bies/e)
]
Uvodedi smjenu x =e ¢ dobijamo
Fylz) = /"“ r*dx (3.10)
2 )y (T+2)2 (A4 a9) -

Dakle,

oo dr .3 dx
Fz(z) :A mdﬁ:—ﬂl (1+2)2(A +29) -

00 dx

Oznacimo sa I; integral na desnoj strani u posljednjoj jednakosti . Koris¢enjem parci-

jalne integracije dobijamo

1 o azr®!
L =—— da.
tT A /n (1+2)(A+ a)? !

Odnosno,

Il = _-[2:

1

A
. . o0 ar®—1

gd_]e Je 12 = fﬂ md}"

. s - . . . e . .s . pe—1 s
Da bi izracunali [» koristimo parcijalnu integraciju sa smjenom u = {A“jrw iv=

log(1 + z). Tako da,

ar"log(1 + z)

I. =
: (A + xe)?

~ 00 ) pa—2 Py 92202
- / log(z + 1) ale - D" (At ) 20 da.
0 0 ' (A+x=)3
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Primjenom leme 3.2. dobijamo
Iy =1I;— I,

. 2 B . 12 i
gdje su Iy = [ log(1 + :1:)‘;32;}: deily= [ log(1+ :1:)%(1;}:.

Za odredivanje I3 i I koristimo metod iz teoreme 3.1. Tako da,

1 . .
I;; = ‘—\/ Gl(—z‘:’i)GQ(S)d(‘i: (311)
2 ol
gdje su _
Gi(s) = / " Mog(x + 1)dx = L (3.12)
o ' ssin(ws)
i

- ~ 2a% 201
Ga(s) = :,‘"‘_17.(!{:3 =
2(s) /n ! (A+zv)? !

20221

1 [ i 1
= — T —————dur.
Aﬁﬁ CoarE”

- . 1. 1 .
Primjenom smjena @ = A« i de = A=dt dobijamo

ﬂ.!.u(1+l}

] a—l—n .
79(8) = 2aA (A e )
02(5) a \/ﬂ (1_|_ "u)l-l—Q

Ukoliko s i k ulemi 3.1 (b) zamijenimo sa s — 1 i 1 respektivno, imamo da je

- ﬂ-_]—m 1 s 5 PR L

Kombinujuéi (3.11), (3.12) i (3.13) dolazimo do sljedeéeg rezultata:

_ —“;1 —i (U 1) (_%é) (11) PR
I, = aA {_4 | o1 @1 i)]' (3.14)
Slicno,
_ . _—"‘;1 —% (Ul) (_i: i) (11) E
Li=(a—1)A"%H [ A 01 ©5 (-t i)]' (3.15)

I, dobijamo kao razliku dva prethodna rezultata. Znamo da je I; = % — I,. Dakle,

il

> T
de = Al.
/n (1 + 2)2(A+ z9) ! 2

Iz posljednje jednakosti slijedi trazeni rezultat u (3.7).
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S druge strane, u slu¢aju kada je aff < 0, pocetni integral moZemo lako dobiti iz (3.9)
smjenom a = —k, gdje je k > 0. Nakon dvostruke parcijalne integracije kao i nakon
primjene istih tehnika kao u prethodnom sluc¢aju dolazimo do rezultata u (3.8). O

Dacdemo neke specijalne sluéajeve prethodne teoreme.

Napomena 1. Akosua =1i8 =1 u (3.7) dobijamo funkciju raspodjele za Z = X +Y
zaa= ¢t i A=exp{—5(z—p— N}

3
Posljedica 3.1. Pretpostavimo da su X 1Y nezavisne slucajne velicine sa standardnom
logistickom raspodjelom. Tada je funkcija raspodjele od Z = X +Y data sa

(e —1— 2)

Fp(2) = (e — 1)2

(3.16)

Dokaz. Za standardnu logistiékl.u'as;pmljelu a =1,A=e* zbog toga se (3.10) svodi
na

. xdx 1—e ™ —ze™*®
FZ('Z) = 2fn—2 = —z\2
o (L+2z)%(e*+2) (1—e7)
§to je ekvivalentno izrazu (3.16). Izvodenje posljednjeg izraza je rutinsko. |

Napomena 2. Kako je funkcijo gustine standardne logisticke raspodjele simetriéna,
onda funkcija raspodjele od Z = X —Y ima isti oblik kao (3.16).

Teorema 3.3. Neka su X ~ Log(\ #),Y ~ Log(u,¢) nezavisne slucajne velicine.
Tada je funkcija gustine slucajne velicine Z = o X + 8Y data sa

(0,]l8) (0,189)

2) = H.Z'.Z ez—rx)\—:ip .
fo(e) = Had L) (11810

(3.17)

Dokaz. Primjenom osobina za karakteristicnu funkciju kao i izraza (1.50) dobijamo
karakteristicnu funkeiju za Z

¢z (t) = E(exp(i Zggh= E(exp(it(aX + FY)) = E(exp(itaX))E(exp(it3Y)) =
= ¢ MAP(1 — it|a|6)D(1 + it|a|@)T(1 — it|3|¢)T(1 + it|B|¢).
(1 — it|e|0)T(1 + it|er|O)T( |81@)T(1 + it 5]¢)

Korigéenjem formule za inverziju (1.3), gustina od Z moze se izraziti na sljede¢i nacin

1 o0 ) i
fz(2) / eHAB=2D(] — it|a|0)T(1 + it|a|0)T (1 — it|8]¢)T(1 + it|8|¢) dt.

2T

(3.18)
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Smjenama it = jidt = % prethodni izraz svodimo na

1 too ]
f2(2) = & / e/ @20 (1 — jlal6)T(L + jla|O)T(1 — j|8|¢)T (1 + j|5]6)d;.
(I

—0DC

(3.19)

Trazeni rezultat (3.17) slijedi nakon direktne primjene definicije 1.31. Ol

3.1 Algoritam za racunanje vrijednosti Foxove H

funkcije

U prethodnom poglavlju izveli smo raspodjelu za linearnu kombinaciju dvije ne-
zavisne logisticki raspodijeljene slucajne velicine. Posto dobijena raspodjela zavisi od
Foxove H funkcije bilo je neophodno razviti odgovarajuci alogoritam za racunanje nje-

nih vrijednosti.

U ovom poglavlju opisa¢emo algoritam koji smo implementirali na osnovu rezultata
iz [24] i [42]. Cio algoritam je pripremljen u softveru Wolfram Mathematica i moze se

pronaéi u dodatku A.

U radovima [54] i [35] mozemo pronadi alternativan Mathematica kod za Foxovu H

funkciju.

Algoritam implementiran u [54] koristi ekvivalenciju izmedu Foxove H i Meijerove
G funkcije date relacijom (1.22) za sve slucajeve kada su parametri Foxove H funkcije

racionalni brojevi i autor koristi tri razli¢ite konture kao sto je opisano u [24].

Za razliku od algoritma u [54], mi predlazemo algoritam koji automatski razdvaja
polove gama funkcija. Nakon 3to se polovi uoce oni se razdvajaju pravom. Koliko nam je
poznato, algoritam za izracunavanje Foxove H funkcije koji ovde predlazemo pojavljuje

se prvi put u literaturi.

Ulazni parametri za Foxovu H funkciju dati su strukturom liste, tj.

a= {{{g!Al}: =005 {a‘u:An}}: {{a‘u+1:An+1}, S {CLp, Ap}}}

b= {{{bli Bl}: T {bm! Bm}}! {{bm+1: Bm+1}: Ty {bq:Bq}}}-

Parametri su specifikovani definicijom 1.31.
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Za izracunavanje proizvoda gama funkeija, koji se pojavljuje u (1.18) koristili smo

ugradenu funkciju Product. Na primjer, imenilac racunamo na sljedeci nacin:

goduct[(;amma[l-a[[l,j,1]]—a[[1,j,2]]*5],
{j,1,Length[a[[1]]]}]*
*Product [Gamma [b[[1,],1]1]+b[[1,]j,2]]*s],
{j,1,Length[b[[1]11]3}],

gdje al[1] vraéa djelove ili podnizove liste a.

Vazan zadatak je da se odredi prava koja razdvaja polove od T'(b; 4+ B;s) i I'(1 —a; —
Ajs)zasvei=1,..., mij=1,...,n.

4
U sustini, to je tacno ako je A;(b; + k) # Bi(a; —1 —1), za sve 1 = 1,...,m,

j=1,...,n ik 1=0,1,2 ... Koristedi jednakosti (1.19) i (1.20) to mozemo odraditi

na sljededi nacin:

PolesLeft[b ,9=
DeleteDuplicates[Table[-(b[[1,1,1]]+k)/b[[1,i,2]],
{i,1,Length[b[[1]1]]},{k,0,p}]]

PolesRight[a,pl=
DeleteDuplicates[Table[(1-a[[1,j,1]]+k)/al[1,j,2]],
{j.1,Length(al[1]]]},{1,0,p}]].

Sada, da bismo odredili poziciju konture I definiSemo realni parametar +. To je od-
radeno kreiranjem funkcije Parametergamma[a_,b_]. Odnosno, parametar v predstavlja
sredisnju vrijednost izmedu dva najbliza pola za dvije grupe gama funkcija I'(b;4+5B;) i
I'(1—ay—sA,). Nakon sto smo odredili parametar +, ostaje da provjerimo, sa funkcijom
NumPolesRight, da li je bilo koji od desnih polova pogresno dodat pravoj L.

Tada kontura pocinje u v — ioc 1 zaviSava u v + ioc, gdje v € R razdvaja polove
od I'(b; + Bis) i I'(1 —a; — Ajs) za svako i = 1,.gam i j = 1,...,n Ovdje se,
integral iz (1.18) definisan nad kona¢nim intervalima Parametergammala_,b.] - i D
i Parametergammafa_,b_] + i D racuna korid¢enjem ugradene funckije NIntegrate,
gdje je D neki veliki broj, mi smo uzeli D = 10000.

U slucaju kada je neki od polova pogresno dodat pravoj L moramo oduzeti reziduale
u polovima od vrijednosti rezultata funkcije NIntegrate. To postiZemo korisc¢enjem
funkcije NResidue.

Konacno, algoritam za numericko izracunavanje Foxove H funkcije pozivamo na slje-

decéi nacin
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Hfu_nction[{{{g_ 1, A_ 1},..., {a_n, A_n}},
{{a_n+1, A_n+1}, ..., {a_p, A_p}}},

{{{b_ 1, B_ 1},..., {b_m,B_m}},

{{b_m+1, B_m+1}, ..., {b_q, B_q}t}}, z, pg]

gdje sa pg zadajemo Zzeljenu preciznost.

Uporedili smo nas algoritam za racunanje vrijednosti Foxove H funkcije sa algorit-
mom predlozenim u [35]. Zakljucili smo da taj algoritam pravi odredena odstupanja.
Na primjer, razmatrali smo vrijednost za funkeiju raspodjele u tacki y = 12 (tabela B.2,
dodatak B) algoritam iz [35] odredio je vrijednost 7,49999999998¢-01, sto je prilitno
daleko od stvarne vrijednosti kao i od vrijednosti date u tabeli B.1 iz dodatka B. Jos

T
jedan primjer odstupanja je u slucaju kad nedostaje ¢lan [] I'(1 — a; — A;s) u izrazu
i=1
1.18. Iz nekih razloga algoritam iz [35] vrac¢a vrijednost nula. Na primjer, koristeéi nas
(=] L= . u 1

algoritam za racunanje sljedece Foxove H funkcije

. 0,81 ———

H}Y U:3|(}‘ R :

‘ (L1;1) (0.1;1)

dobijamo 6, 21654039663e-01, dok algoritam implementiran u [35] vraca 0.

Ocigledno da algoritam koji smo prethodno opisali je mnogo pouzdaniji u odnosu

na algoritam predlozen u [35].
U tabeli 3.1 uporedili smo rezulate dobijene numerickim racunanjem (3.10) i rezul-

tate dobijene primjenom algoritma za Foxovu H funkciju za izratunavanje (3.7) i (3.8).

TaBera 3.1: Uporedivanje dva metoda za izrac¢unavanje funkcije raspodjele u
odredenim tackama

Lammmctri Tacka Numericki H-funkecija
a=10=1A=0,2,0=0,5;p=0,5¢=0,3 0,2 0,305565 0,305565
a=058=121=0,10=04 u=0,3¢=0,1 1 0,947609 0,947609
a=2pB8=5A= 0xk0=Lpu=-016=05 3 0,363831  0,363831
a=38=10;A=3,60=3;, pu=1,00=2 8 0,311664 0,311664

Dalje, kako smo teoremom 3.1 dobili funkciju raspodjele, mozemo numericki dobiti

percentilne vrijednosti rjesavajuéi jednacinu Fz(z,) = p, 0 < p < 1, tj. p-ti percentil,
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za raspodjelu Z dobili smo numeric¢ki rjesavajuéi jednacinu

zp
/fz(z)dz =p, 0<p<l
0

[zabrali smo odredene vrijednosti za parametre raspodjele sluc¢ajne velicine Z i ko-

riS¢enjem algoritma za numericko izracunavanje Foxove H funkcije odredili smo odgo-

varajuce percentile. Koristili smo ugradenu funkciju FindRoot u softveru Mathematica i
rezultati za p € {0,9;0,95;0,975; 0,99} dati su u tabeli 3.2. Rezulati takode odgovaraju

raspodjelama prikazanim na slici 3.1.

U sljedecoj glavi bavili smo uopstenjem dobijenih rezultata u sljucaju kada posma-

tramo linearnu kombinaéiju vise od dvije slucajne velic¢ine.

TABELA 3.2: Percentilne vrijednosti za raspodjelu slucajne velicine 7 sa parametrima

/\=2,9=2.5|”=0‘31¢=2

A 0,90 0,05 0,975 0,99

0,6
0,6
0,6

0.2 471681 565286 6,22347 6,59990
04 512195 6,26769 T7.08954 T.69108
06 570531 7.02001 8,04942 884608
0.2 603490 7.03207 7.60309 7,07022
04 648875 7.83215 8.,71709 9,33097
0.6 7.00356 856149 9.6847G 10,5150
1 950706 11,6929 13,3500 14,6297
15 11,2473 139701 16,1605 17,9547
2 13,1836 16,5130 19,2708 21,5994
04 456612 5,12255 5.67798  6.4109
05 354880 4,2035 485642 57215
1 7,09777  8,40701  9.71280 11,443
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fz{z)

(A) Funkeije gustine za raspodjelu 2 parametri-

ma o =06, A=2¢=2p0=1036=205

B = 0,2 (tackasta linija); # = 0,4 (isprekidana lini-
ja) i #=0,6 (puna linija)

0.20 FT T T =

fz(z)

(B) Funkcije gustine za raspodjelu Z sa parametri-

maa =06, F=04¢ =2 0=03 Xx=1,

# = 5 (tatkasta linija); # = 2,5 (isprekidana linija);
# = 1,67 (puna linija)

SLikA 3.1: Funkeije gustine za raspodjelu Z
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Glava 4

Raspodjela linearne kombinacije
(n > 2) nezavisnih logisticki

raspodijeljenih slucajnih velicina

U ovoj glavi izlozi¢emo rezultate iz rada [33].

Razmotrimo linearnu kombinaciju n nezavisnih logisticki raspodijeljenih sluc¢ajnih

veli¢ina, recimo

T

Y = Z (_"ka,

k=1

gdje ¢ su poznati realni koeficijenti i Xy ~ Log(p, Oi) su nezavisne sluc¢ajne veli¢ine sa
logistickim raspodjelama sa parametrima lokacije . (p € R) i parametrima razmjere
Br (Br > 0)zak =1,...,n, sa funkcijama gustine definisanim sa (1.49) i karakteri-
stiénim funkeijama

Ox, (t) = e (mBit) esch(m Byt ).
Ovdje je, i kompleksna jedinica, i = /—1 i esch(-) je hiperboli¢ki kosekans. Dalje, ko-

risteéi nezavisnost slucajnih velicina X, k = 1,2, ..., n i osobine karateristicne funkcije
dobijamo da je karakteristicna funkcija od Y definisana sa

T n

Oy (t) = H dx, (ert) = et Lk=1 Chitk H(mﬁkﬁkl) esch(megBit). (4.1)

k=1 k=1

U [23] obraden je problem izra¢unavanja tacne raspodjele linearne kombinacije ne-

zavisnih logistickih sluc¢ajnih varijabli i razvijene su dvije skoro taéne aproksimacije za
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ovu raspodjelu. Ove dvije aproksimacije su korisne za razlicite svrhe, prva za slucajeve

gde je brzina racunanja vazna, a druga za slucajeve gde je potrebna visoka preciznost.

U sljedec¢em poglavlju dali smo tac¢nu raspodjelu slu¢ajne veli¢ine ¥ primjenom Foxo-
ve H funkecije. Osim algoritma za numericko racunjanje Foxove H funkcije, koristili smo
i metod za numericku inverziju karakteristiéne funkcije. U daljem radu, uporedi¢emo

ova dva pristupa.

4.1 Rapodjela linearne kombinacije n nezavisnih lo-
gisticki raspodijeljenih slucajnih velicina pri-

mjenom Foxove H funkcije
Teorema 4.1. Funkcija gustine slucajne velicine Y je data sa

fy(y) = H.3! {”(?}) (4.2)

(UJ |(:1||8]) . (UJ |Cn||3n)
(L, ]e1B) - (L]ellBa) |

dok je funkcija raspodjele data sa

Frly)=1- Hrifll,‘r:i—l {”(?})

(0, |r:1|,¢':i1) . (0, |(:,L|,¢:;’,L) (1:1)]: 43)
(1, ]eilB1) ... (1, lealBn) (0,1)

gdje je u(y) = exp (;f,r - CHL;—) -

k=1

Dokaz. Izraz (4.2) moZemo lako dobiti primjenom metoda karakteristiénih funkcija.
Karakteristicnu funkciju od Y mozemo izraziti na sljedeéi nacin

(.-'I)Y(!') —-F (E:LY) ) (E:LZ:_l r:ka) _ HE (E:Lr:;;XA-) ]
k=1

Da bismo pojednostavili zapis, izveStemo karakterisiticnu funkciju za ¢; X, tj. kada je

k = 1. Sada koris¢enjem (1.49) imamo

S e 151

_ too exp ( 5 )
]E (erthl) —_ / e:l,r_-”_-l !
—oe b1 (l ~+ exp (—“;1“1))
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jenom exp [ — 2= = u posljednji izraz svodimo ne
Smjenom e “0,1‘“ u posljednji izraz svodimo na

4o ey - +oo theq 3
e X\ exp (itci(p — frlnu)) B :'me/ yiterh o
E (e ) = /n (1+u)? du=¢€ L TTare du. (4.4)

S druge stane, otigledno da (4.4) predstavlja oblik beta integrala, tako da
E (™) = e (1+ites 1) [(1—iter f1) = e I (1+it|eq| B1)I (1—it|er|B1). (4.5)

Dakle, zakljuc¢ujemo da je karakteristicna funkcija slucajne velicine Y data sa

Oy () = e kvt TTT(1 + it ) T(1 — it|ex| B)- (4.6)
k=1

Primjenom teoreme za inverziju karakteristicne funkcije dobijamo funkeciju gustine
za Y. Zaista,

+oo
1 ) N , T
Fy(y) = - / (e =) TTT(1 + itlex| ) T(1 — it|ex] By) dt.
2T Pty
Smjenom it = s dobijamo
1 +DC T
fy(y) === / e harem) TTT(L + [e4| 6es)D(1 — |exlBrs) ds. (4.7)
2w P

Sada, (4.2) slijedi iz definicije 1.31.

Da bismo izveli (4.3) posmatrajmo funkciju prezivljavanja sluc¢ajne velicine Y, defi-

nisane sa (1.1).

Dalje, ako uvedemo da je t(x) = x — > 7 | ¢y, tada iz (4.7) dobijamo

+ oo
. 1 n
Fy(y) = — / TTe T+ el Bes)U(1 = |ex|Bis) ds dx =
2T
Y L k=1
1 i +00
=- ,/HF(1+5|C;\.|,3;\.)F(1 — s|(:;\.|,3;\.)/ e dz ds.
2mi Jp
k=1 u
Koriséenjem identiteta s = r;}(j}”} dolazimo do

o e—sleta) 1o — e—*(vte) _ F(J-_‘,‘)g_-“{i'+u} .
Y s (1 +s)
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Sada, lako izvodimo da je

Fy (y) =

1 —ay L(s) - i i

M —— I T(L + e Brs)T(L — || Bes) ds. 4.
s ¢ ey LI el = el ds (49
Iz (4.8), koridéenjem definicije 1.31 i relacije Fy (y) = 1 — Fy(y), dobijamo izraz (4.3)
za funkeiju raspodjele. |

Napomena 3. Koriséenjem identiteta T'(1+ 2) (1 — 2) = mzese(nz) = imzesch(inz)

gdje je csc kosekant funkcija, (4.6) svodimo na (4.1).

Rezultat iz sljedeée teoreme nam omogucava da ratunamo matematicko o¢ekivanja
za nenegativinu sluc¢ajnu velicinu Y na dva razlicita nac¢ina, sto cemo kasnije iskoristiti
za numericko uporedivanje algoritama.

e
Teorema 4.2. Neka je Y = > . Xy nenegativna slucajna velicina. Tada oéekivanje

k=1
od Y mozZemo izraziti kao

(4.9)

E(Y)=H 50 |2
@) i “{ (L]er]Br) o (LlealB) (0.1) (0,1)

(0, lc1]B1) .. (0,]ealBn) (1,1) (1;1)1_

gdje je z = exp (— > r:k;Lk) )

k=1

Dokaz. KoriSéenjem (4.2) ocekivanje sluéajne velicine Y se moze izraziti kao

+0oC
E(Y) = / yH | -
0

Primjenom definicije za Foxovu H funkeiju (1.31) kao i imajuéi u vidu sljededi rezultat

e oS I(s)(s)e
—sragy = & 4.1(
/n ve Y= TTa+srss) (4.10)

O.]eil) o (O]eal80)]
. S| dy.
(1: |Cl|-{j1) T (1 |Cn|-[jn)

jednostavan raéun vodi nas do (4.9). O
Napomena 4.

a) Ako slucajna velidina Y wzima negativne vrijednosti njeno ocekivanje se ne moze

izraziti preko Foxove H funkeije, jer nije ispunjena konvergencija integrala (4.10).

b) Matematicko ocekivanje od slucajne veli¢ine Y koja uzima vrijednosti iz R moze se

izracunati primjenom lineranosti matematickog ocekivangja i koriséenjem éinjenice
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da je B(Xy) =, k=1,...,n, tj.

E(Y) =) cr (4.11)

4.2 Raspodjela linearne kombinacije n nezavisnih
slucajnih velicina. Primjena metoda za nume-

ricku inverziju karakteristicne funkcije

U ovom poglavlju predstaviéemo jedan od osnovih numerickih metoda za ra¢unanje
raspodjele za linearnu kombinaciju nezavisnih sluc¢ajnih velic¢ina, tj. opisa¢emo dobro

poznati i éesto koridéeni metod za numericku inverziju karakteristiéne funkcije.

Prisjetimo se da je funkcija gustine slucajne velicine ¥ apsolutno neprekidnog tipa
sa karakteristicnom funkcijom ¢y (t) data inverznom Furijeovom transformacijom, tj.

imamo da je

A =7 [ Re(e o 0) (4.1

™

Cak, ako je y tacka neprekidnosti funkcije raspodjele od Y, recimo F(y) = P{Y < y},
Gil-Pelaez je u [15] izveo metod za inverziju apsolutno integrabilne karakteristicne funk-
cije ¢(t) na (—oo, +oc), koji je pogodan za numericko generisanje funkcije raspodjele
Fy(y),

1 1 o0 —ity 5 |
Frly)==--— —/ Im (wa) dt. (4.13)
n [

2 7

Uopsteno govoredi, numericko izratunavanje Furijeove transformacije je vazan i do-
bro proucen problem, ¢esto povezan sa izracunavanjem integrala visoko oscilatornih
(kompleksnih) funkcija. Konkretno, koriséene su metode za invertovanje karakteristicne

funkcije za dobijanje funkcije raspodjele koje su predlozene u [1], [39], [44], [51].

Algoritmi za numericku inverziju karakteristi¢ne funkeije zasnovani na (4.12) i (4.13)
uspjesno su implementirani u MATLAB repozitorijumu CharFunTool, pogledati [53],
gdje se nalaze potrebne funkcije i alati za numericku inverziju karakteristicne funkcije,

koji se koristi za izracunavanje funkcije raspodjele, funkcije gustine i kvantilne funkcije.

U opsem slucaju, integrali u (4.12) i (4.13) mogu se izratunati primjenom bilo ko-

jeg poznatog metoda numericke kvadrature. Pokazano je da je za ovaj tip problema
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najefikasnija aproksimacija integrala trapeznim pravilom (kao sto je dato u [39]), tj.

§ Cul
Frly) = p Z w;Re (e_lay{”’”} Oy (0(5 +m))), (4.14)
a=0
I g e~ 10+ o (5(5 +m))
Fly) = 5 - Zn w;Im ( 5G +m) ) , (4.15)
-

gdje je § > 0 korak integracije i 0 < m < 1 je srednja tacka koris¢ena u integraciji.
U sustini, ako je m = 0, dobijamo metod lijevih pravougaonika (MLP), ako je m =1
dobijamo metod desnih pravougaonika (MDP). Srednja vrijednost od MLP i MDP vodi
do dobro poznatog trapeznog pravila. Taénije, zamjenom beskona¢nih suma u (4.14) i
(4.15) konacnim sumama dobijamo aproksimaciju zasnovanu na trapeznom pravilu

Zur Re (e7% ¢y (1)) (4.16)

B ~i_? Zw Im( "y"Y(’ )) : (4.17)

J

gdje je N dovol_]nc]jki cio broj, recimo N = 219 ; su odgovarajuce tezine trapezoid-
ne kvadrature (tj. wy = wy = % iwj=1lzaj=1,....N-1),itj=jozaj=0,....N
su ekvidistantni évorovi (tako dat; —ty =to —ty = ... =ty — ty_1 =: §) iz intervala
[0,T], za dovoljno veliko T, gdje je T = dN tako da je |¢v(T)| < € za datu gresku

tolerancije e.

Alternativno, ako je m = 0,5 dobijamo metod srednjih pravougaonika, koji vodi
do Rimanove sume. U radovima [10] i [39] je pokazano da je ovaj metod kvadrature
pogodniji za analizu greske. Odnosno, greska indukovana numerickom integracijom, tj.
apsolutna razlika izmedu (4.13) i (4.15) je mnogo manja ovdje. U radu [39] u posljedici
1, apsolutna vrijednost greske je ogranicena sa

27 27
IIla}((Fy (-_.'; — %) 1 — Fy (_.'; + %)) (4.18)

Kao Sto je istaknuto u [10] i [39], moguce je predloziti kriterijum za izbor ¢ tako da
ova gredka bude $to manja. U sudtini, ako postoji generatrisa momenata My-(t) tada je
1— Fy(y) < My (t)exp(—ty) za malo ¢ > 0. Neka je K(t) = log(My (), birajudi da je
y = K'(t) imamo da je

1— Fy(K (1) < exp(K(t) —tK'(t) i Fy(K (1) < exp(K(—t) +tK'(t)). (4.19)

Dakle, moZemo ograniéiti gresku integracije (4.18) pravilnim izborom za §.
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Optimalni izbor za é je povezan sa rangom r domena raspodjele Y. Ako je domen
apsolutno neprekidne slutajne veli¢ine Y beskonacan, recimo (—oc, +0c¢), definisali smo
domen raspodjele Y u pokretnom zarezu kao interval D = (D0, Dimae) tako da je
Fy(Dyin) = €01 Fy (Dyaz) = 1 — g, gdje e je relativna preciznost u pokretnom zarezu
(za 64-bit IEEE pokretni zarez, moZemo koristiti vrijednost ¢y = 2.2 x 1071, kao sto
se koristi u Matlabu). Tako da, donja granica od D je data kao D, = ¢, i gornja
granica od D je data sa Dyur = G1—¢y, gdje ¢, 1 q1—¢, Su kvantilne funkeije raspodjele
Y. Dakle, optimalan izbor za 0 je d = ‘:—“ egdje je r = D, 00 — Dyin. Stoga, na osnovu
(4.18) apsolutna vrijednost greske indukovane numeritkom integracijom je ograni¢ena

sa ey za svakoy € D.

Medutim, u praktiénim situacijama, nemoguce je odrediti traZene vrijednosti za
kvantile jer ne znamo ta¢nu funkciju raspodjele. S druge stane, poznata je karakte-
risticna funkcija i pomocu nje je moguce ocijeniti potrebne momente i korisc¢enjem
odgovaraju¢ih metoda za aproksimaciju (kao na primjer aproksimaciju zasnovanu na
(4.19) ili pravilo Best sigmi sa kori§¢enjem Cebisovljeve nej ednakosti), mogude je pronaéi

dobru ocjenu za interval domena tako da obuhvatimo veliki dio date raspodjele.

Pojedinacni izbor za ¢ 1 N utice na ukupnu gresku aproksimacije, tj. to je zbir
gresaka koje dobijamo prilikom integracije i prilikom zamjene beskonacke sume sa ko-
nacnom sumom. Odnos izmedu njih veoma zavisi od karakteristicne funkcije ¢y. U
opstem slucaju, ako je karakteristicna funkcija analiticka, formalno je pokazano da
primjena trapeznog pravila vodi do veoma preciznog proracuna sa eksponencijalnim
padom greske integracije, pogledati u [11].

Problem invertovanja karakteristicne funkcije linearne kombinacije nezavisnih
sluéajnih velicina sa logistickom raspodjelom je pogodan za primjenu navedenog me-
toda. Karakteristicna funkeija obitno brzo opada ka nuli za velike vrijednosti svog
argumenta ¢t i velika preciznost se ¢esto dobija (za velike domene) od N =2 100 (obiéno
uzimamo N = 27 = 128).

4.3 Uprodivanje numericke efikasnosti algoritama

U ovom poglavlju, uporedi¢emo efikasnost algoritma za numericko racunanje vrijed-

nosti za Foxovu H funkeiju.

i

Prvo, razmotrimo ¥V = 7" ¢X;, gdje su parametri za n = 4 nezavisne logi-
sticki raspodijeljene slucajne velicine X; : Log(y, 5;) definisani sa p = [-4, —1,2.3],
8 =[1,1,1.1] i koeficijenti su ¢ = [1,1,1,1]. Ako je § = [1,1,1,1] primjenom jedna-
kosti (1.22) Foxova H funkcija se svodi na Meijerovu G funkciju. To nam omoguéava
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da uporedimo predlozeni algoritam za numericko racunanje Foxove H funkcije sa veé
implementiranim algoritmom MeijerG u Wolfram Mathematica. Dobijeni rezultati su
prikazani u tabeli 4.1. Uotavamo da oba algoritma prikazuju skoro jednake vrijednosti
§to nas navodi da zaklju¢imo da algoritam za racunanje Foxove H funkcije radi dobro.
TaBELA 4.1: Gustina (PDF) i funkeija raspodjele (CDF) linearne kombinacije neza-

visnih logistiéki raspodijeljenih slu¢ajnih veliéina primjenom algoritma za Foxovu H
funkeiju u Meijerovu G funkeiju.

Meijerova G funkcija Foxova H funkeija Apsolutna razlika
] PDF CDF PDF CDF PDF CDF

-5 0.0401932948686445  0,081442443796992  0,0401933  0.0814424 3, 46945e — 17 6,9388%¢ — 17
-1 0,109124286474134  0,387635075995027  0.109124  0,387635 1,29341e — 14 1,1990Me — 14
1 0,109124286474134  0,612364924004973  0,109124  0,612365 1,29341e— 14  1,19904e — 14
50 0,0401932948686445  0,9185575562030083  0,0401933  0.9185358 3, 46945e — 17 1,11022¢ — 16

U opstem slu¢aju nije moguce odrediti taéne vrijednosti za Foxovu H funkciju.
Medutim, za testiranje numericke efikasnosti naseg algoritma iskoristicemo dobro po-
znate identitete izmedu Foxove H funkcije i nekih specijalnih funkcija, koje su imple-
mentirane u Wolfram Mathematica. Na primjer, za uporedivanje iskoristili smo iden-
titete (1.23) - (1.26). Oznacimo sa £ lijevu stranu a sa R desnu stranu u prethodnim

identitetima.

Sada, ¢emo prikazati kako su specijane funkcije iz (1.23)—(1.26) date u Wolfram
Mathematica:

a) Gama funkcija I'(z) - Gamma[z],
b) Gausova hipergeometrijska funkcija o Fy (b, a; ¢; —) - Hypergeometric2F1[a,b,c,x],
c) Mittag - Lefllerova funkcija F, ,(z) — MittaglefflerE[a,b,z],

d) Modifikovana Besselova funkcija druge vrste Y, () — BesselK[u,z].

U nastavku su dati rezultati dobijenim primjenom naseg algoritma i prethodno na-

vedenih specijanih funkcija, razlike u decimalnim ciframa su oznacene crvenom bojom.

a) Jednakost (1.23): Ako je u=[0,8;2,5;—1,5]1z = [0,2;0,6; 0, 8 dobijamo

L= [1,00622170788e+00; 4, 10521817607e-01; 5, 70719130855e+00]

R = [1,00622170788e+00; 4, 10521817607e-01; 5, 70719130855e+-00].
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b) Jednakost (1.24): Zagz [2,3;0,2], b = [1,4;0,3], c = [2,1;0,4] i z = [5,2;0.8],

dobijamo vrijednosti

L = [1,66666666667e-01; 1, 64609053498e-02; 5, 6637820856 7e+-00]

R = [1,66666666667e-01; 1, 64609053498e-02; 5, 66378208567e+00].

c) Jednakost (1.25): Ako jeg: [0,1;0.5;0,8], &« = [5,1;0,5] i 2= [=3, 3;0, 1], dobija-

mo

L =[-2,27115061653e-03; 3, 48556703885e+01; 9, 0569912871 1e-01]

R = [—2, 27115061656e-03; 3, 48556703885e+01: 9, 8201869232¢-01).

4
d) Jednakost (1.26): Za!z [0,2:0,3;0,5], k = [0.3;0,8 1,5 iz=0,4;2; 3, 5], imamo
da je

L = [=7,04362495373e-01; 2, 73656603993e-02; 3, 48862274121e-01]

R = [-7,04362495373e-01; 2, 73656603993e-02; 3, 48862274121e-01].

Jos jedan od nacina da testiramo performanse nadeg algoritma za racunanje vrijedno-
sti Foxove H funkcije je uporedivanje rezultata dobijenih u (4.9) i (4.11). Razmotrili smo
sluéajnu velicinu ¥ koja je ]jnea.makombina.(‘ij an = 4 nezavisne logisticki raspodjeljene
slucajne velicine sa paramterima p = [1;2;3;0], 5 = [0,1;0,2;0,3; 0, 4] i koeficijentima

¢ = [1;2;3; 4]. Sada, ako koristimo (4.9), vrijednost za matematicko ocekivanje od Y je
E(Y) = 1, 40005089835¢+01,

dok primjenom (4.11) dobiamo da je E(Y) = 14. Za prethodne proraéune koristili smo

da je parametar prezicnosti pg=10.
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% Set the parameters, coefficients, y-values
% and probabilities of the calculated quantiles

mu = [-4 -1 2 3];

beta = [0.1 0.2 0.3 0.4];
¢ =1[1234];

y = [-5:0.5:30];

prob = [0.80, 0.85, 0.90, 0.925, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, 0.999];

% Set the characteristic function
% of the linear combination of independent Logistic RVs
cf = @(t) cf_Logistic(t,mu,beta,c);

% Set the optional control parameters
% for the numerical inversion algorithm
clear options

options.N = 2712;

% Numerical inversion of the characteristic function
result = cfQDistGP(cf,y,prob,options);

Srtika 4.1: Kod u MATLAB-u za izra¢unavanje PDF/CDF/QF od linearne kombina-
cije nezavisnih logisticki raspodijeljenih sluéajnih veli¢ina koriséenjem CharFunTool.

4.4  Funkcija raspodjele, funkcija gustine i kvan-
tilna funkcija linearne kombinacije nezavisnih

logisticki raspodijeljenih sluc¢ajnih velic¢ina

Ovdje smo razmatrali ¥ = > " ¢, X;, gdje su parametri za n = 4 nezavisne lo-
gisticki raspodijeljene slucajne velicine X; ~ Log(y;, ;) dati sa p = [—4;-1;2:3],
8= 10,4, 2;0,3;0,4] i koeficijenti su ¢ = [1;2;3;4] (t]. pn = —4, po = =1, pus = 2,
=3, 00=0,1, 82=0,2 33 =0,3, 51 =0,dici =1, c0=2¢3 =3, ca=4).

Korigéenjem CharFunTool, funkcija gustine (PDF) i funkeija raspodjele (CDF) mogu
se izracunati u proizvoljnim (unaprijed zadatim) tackama y i kvantilna funckija (QF)
moze se izracunati za proizvoljne (unaprijed zadate) vjerovatnoce prob, primjenom koda
sa slike 4.1. Vrijednosti za funkecije raspodjele i gustine slucajne veli¢ine ¥ izracunate

u zadatim tackama y prikazene su u tabeli B.1 iz dodatka B.

S druge stane, u istim tackama y izracunali smo vrijednosti za funckije raspodjele
i gustine slucajne velicine Y primjenom alogoritma za Foxovu H funkciju. Dobijeni
razultati su prikazani u tabeli B.2 iz dodatka B. Vrijeme rac¢unanja za sve funkeije
raspodjele je 21,8281 s, dok za racunanje funkcije gustine je utroseno 19,3906 s. Za

kalkulacije koristili smo parametar preciznosti pg=10. Uporedujudi rezultate u tabelama
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B.1 1 B.2 iz dodatka B, oznacili smo niz razli¢itih decimalnih cifara crvenom bojom.
Mozemo ponovo zakljuciti da algoritam za numericko racunanje vrijednosti Foxove H
funkeije ima visoku tacnost (u odnosu na zadati parametar prezicnosti). Za zadate

vjerovatnoce
prob = [0, 80; 0, 85;0,90;0,925;0,95; 0, 975; 0, 99; 0, 995; 0, 999],

algoritam za invertovanje karakteristicne funkecije izracunao je sljedeée kvantilne vri-
jednosti: goso = 14, 713388739545, qoss = 15, 371371147975, qoon = 16, 226441137362,
qoo2s = 16,7T96753149398, qoos = 17, 564281554317, qoo7s = 18, 809343228029, ¢y 99 =
20, 377166657952, qq 995 = 21, 529552051583, ¢g 999 = 24,151327981610.

S druge strane, ako u istim vjerovatnotama primijenimo algoritam za Foxo-
vu H funkciju dobijamo sljedece kvantilne vrijednosti: quso = 14, 713388740514,
Goss = 15, 371371149811, qooo = 16,226441142073, goees = 16, 796753157383,
Goos = 17,564281572793, qoo7s = 18, 809343304232, qy g9 = 20, 377167144685, qo,905 =
21, 529554015765, qpoge = 24, 151377527702, Dakle, oba algoritma daju iste kvantile

vrijednosti.

Provjerimo jos vrijeme koje je potrebno za izracunavanje kvantilnih vrijednosti po-

mocu algoritma za Foxovu H funkciju. Ovi rezultati su prikazani u tabeli 4.2.

Dakle, mozemo zakljuciti da algoritam za numericko racunanje Foxove H funkcije je
veoma pouzdan u poredenju sa algoritmom za numericku inverziju karakteristicne funk-
cije. Sve navedeno upucuje da se algoritam za numericko racunanje Foxove H funkcije

moze efikasno koristiti u praksi kao sto ¢emo pokazati u glavi 6.

TABELA 4.2: Vrijeme izracunavanja, u sekundama, za priblizne vrijednosti za P(Y <
q) dobijene koriséenjem algoritma za Foxovu H funkeiju, gdje ¢ su kvantili.

P q vrijeme (s)

0,80 14, 713388740514 3.26563
0,85 15,371371149811 3,17188
0,90  16,226441142073 2,95313
0,925 16,796753157383 3.46875
0,95  17,5064281572793 3.48438
0,975  18,809343304232 3.67188
0,99  20,377167144685 3.89063
0,995  21,529554015765 3.78125
0,999  24,151377527702 3.60938
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Glava 5

Numericka inverzija
dvodimenzionalne logisticke

raspodjele

U ovoj glavi izlozicemo rezultate rada [26], gdje je na osnovu dvodimenzionalne

karakteristicne funkcije izvedena raspodjela za dvodimenzionalnu logisticku sluéajnu

veli¢inu.

5.1 Karakteristicna funkcija dvodimenzionalne lo-

gisticke raspodjele

Visedimenzionalna beta funkcija se definise kao

?{ﬂ.l,ﬂ.g, — L(ay)T(aa) . T(a)

Dlay +az+...a,)

I'(z) = / e 't 1dt,

0

gdje je

gama funkcija definisana sa (1.26).

Razmotrimo funkeiju

(L1, tg) = 26T B gty 1 —dogly, 1+ iogty + ioaly),

gdje je 7 imaginarna jedinica, my,mo, ty,t2 € R, 7,02 > 0.

38




Teorema 5.1. Funkecija ¢(t;,t2) definisana sa (5.3) je karakteristiéna funkcija.
Dokaz. Primjenom Bochnerove teoreme dovoljeno je pokazati da je ¢(t,, ty) pozitivno
definitna i da je ¢(0,0) = 1. Posljednji uslov lako provjeravamo.

Pokazimo pozitivnu definitnost. Dovoljno je pokazati da je

T

Z ¢; cpe’ B (l — i1 a1 —ioyaf™ 141 (a o™ + gya§ ”)) >0, (5.4)
k=1
gdje su ™ = ¢ — B q0R = 40 4 piR = (I 4 a8 my i e, ¢ realni
brojevi za svako j,k =1,...,n.

Primjenom (5.1) i (5.2) izraz (5.4) svodimo na

s B
((;\P '

= Z (:J-r:kei bu‘m[(j: k)

k=1 Gk=1
/// Z cicpet i pldk) —rcrlu jM%_imugi‘mr;.iglu\;'f“*'i”z“;f‘me_“'_'"‘_”d;;;dsdu_ _
B. Jk=1
i - ) (i) (i) () 0
:/// chei(mu\l-i +maty }.'I,’_icr”\l'j s_:’crzt\z-i _”_I'(crlt\l'j +oats) et Udrds du > 0,
R, 1=t
gdje su
; - jk _ ik i
GG k) = T(1 — i 01" T(1 — i 02aY)T(1 44 0109 + igpal™),
+o0 +oo toe
I(j k) /;_Wm\]j b —irh/ .—m’zuz K _gd‘j/ wm\f )_'_I-Uzugj,me_udu
0 0 2

Dakle, sada je oéigledano da funkeija definisana sa (5.3) je karakterisitiéna funkeija.

Kako je ¢(t1,0) = e B(1—iot;, 1 +io1t,) 1 ¢(0, 1) = 2™ B(1 —ioyty, 1 +ioats),
odnosno primjenom teoreme (1.15) ¢(ty, 0) = ™™ T (1 —ioyt ) T(1 +iaity) i ¢(0, ) =
e2m2T(1 — jogty)T(1 + igaty). Uoéavamo iz (1.50) da se marginalne karakteristicne
funkeije poklapaju sa karakteristicnom funkcijom logisticke raspodjele sa parametrima

my, o1 11me, g, respektivno.

Definicija 5.1. Raspodjela slucajnog vektora (X,Y) ¢ija je funkeija raspodjele data sa
(5.3) je dvodimenzionalna logisticka raspodjela sa parametrima my, ms € R, 01,02 > 0

89




ilt krade
(X,Y) ~ BivLogistic(my, ma, o1, 0a) .

5‘1'[(1?,"@.‘;:6‘? marginalne raspodjele vektora (X,Y) imaju logisticku raspodjelu, tj. X ~

Logistic(my,01) i1 Y ~ Logistic(ma, oa).

U sljedeéoj lemi izvedéemo mjeSoviti moment sluéajnog vektora (X, V).

Lema 5.1. Neka je (X,Y) sluéajni vektor sa BivLogistic(my, ma, o1, 02) raspodjelom.

Tada vazi da je
2

(—) (5.5)

E(XY) = myms + o109

Dokaz. Neka je ¢(t,,t,) dvodimenzionalna karakteristiéna funkcija slu¢ajnog vekotra
(X,Y), lako pokazujemo da je

_ 1 8¢(t, 1)

E(XY _— .
( ) ?,2 6‘!16‘!2 11 =0,t2=0

(5.6)

Nakon zamjene izraza (5.3) u (5.6), dobijamo da je

D o(ty,1s)
Ot10t,

—myool'(1 —iort)T(1 — i oata) T (B, £2)) [(b( ) — (L — ioaty)]+
—mao 1 T(1 — i ot )T(1 — i oata) T (b(tr, £2) ) [(b( ) — (1l —ioity)] +
—10o0 (1 — ot )T (1 — i oot ) T(b(ty, £2))0 (1 — i oty ) ¥
[th(1 — i aata) — d(b(ty, t2))] +i01T(1 — i ovty) %
[—i 0ol (1 — i ooty T(b(ty, to))(1 — i oata ) (bt 1))+
i02T(1 =i oota)T(1 + i oata [0* (bt 12)) + ¢ (b(t1, 12))]] }

= —mymae I T (1 — i oyt )T (1 — i ooty T(b(ty, £a)) +

b1, t2
"1: 2

gdje su a(ty,ta) = maty + mata, bty ta) = 1 +io1ty + ioats, ¥ je digama funkeija

data u definiciji 1.28 i ¢ prvi izvod digama funkcije.
Dakle, ako u posljednju jednaéinu uvrstimo ¢ = £ = 0 zamjenom dobijenog izraza
u (5.6) dobijamo (5.5). O
Sada moZemo da izraéunamo Pirsonov koeficijent korelacije za sluéajni vektor (X, Y)
iz definicije 5.1.
Teorema 5.2. Neka je (X,Y) ~ BivLogistic(my, my, o1,03). Tada je

Pxy = E:
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gdje je pxy Pirsonov koeficijent korelacije izmedu slucajnih velicina X i Y.

Dokaz. 1z definicije 5.1 slijedi da slucajne velicine X i Y imaju logisticku raspodjelu, pa
2 2 2 2

je EX =my, EY = my, D(X) = W.;rl iDY)= W.;”. Primjenom leme 5.1 i prethodnih

rezultata i zamjenom u (1.2) dolazimo do tvrdenja teoreme. O

Iz svega navedenog lako dolazimo do sljedeceg rezultata.

Posljedica 5.1. Neka je (X, Y) ~ BivLogistic(my,mz, o1, 02). Tada je

aeal w2
- T100—
c=( 7. 777, (5.7)
T109—
G

3

gdje je C matrica kovarijacije sluéajnog vekotra (X,Y).

5.2 Uslovna karakteristi¢cna funkcija

Razmotrimo sluéajni vektor (X,Y) iz definicije 5.1. Glavni cilj u ovom poglavlju je

da izvedemo uslovnu karakteristiénu funkeiju za sluéajnu veli¢inu X|Y.

Teorema 5.3. Neka je slucajni vektor (X,Y) ~ BivLogistic(my,ma, o1, 02). Tada

karakteristicna funkcija slucajne velicine X|Y je data sa

eimlu]_"(l _ 'iG’l'U.)F(Q -+ ?:G'I'U.)
_{y—m2)y io1H
(1 te )

P(uly) = : (5.8)

Dokaz. Primjenom definicije za dvodimenzionalnu karakteristicnu funkciju imamo da
je

+oc 00

d(u,v) =Ee!vX+0Y) — / /e"{“”y}f(:}::-_.i,r)d:rdy: (5.9)

—00 —00
gdje je f(z,y) dvodimenzionalna funkcija gustine vektora (X,Y).

Razmotrimo relaciju za uslovnu funkeiju gustine, tj.

%r, y) = g(z|y)h(y),
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gdje je g(z|y) funkcija gustine sluc¢ajne veli¢ine X|Y, a h(y) je funkcije gustine slucajne
velicine Y. Dalje je

+oc

o(uly) = / e g(zly)d,

—00
gdje je ¢(u|y) uslovna karakteristicna funkeija od sluéajne velicine X|Y.

Sada jednakost (5.9) mozemo zapisati u obliku

+oc 4o +0o
o(u,v) = / ¢h(y) / ¢ g(ely)dady / € o(uly) h{y)dy.

Primjenom inverzne Fourierove transformacije (teorema 1.20) slijedi da je

+oo

1 .
Huly)h(y) = 5 / =, v)d. (5.10)

—0C

Neka je ¢(u,v) karakteristiéna funkecija definisana u (5.3) 1 h(y) je funkcija gustine
slucajne velicine Y ~ Log(my, q).

Jednakost (5.10) glasi

. +0o0
e — igu )
o(uly) = W / ew{””_yll—‘(l —io9v) (1 + io1u + iogv)du.

Gama funkeiju mozemo predstaviti kao Furijeovu transformaciju na sljede¢i nac¢in

F (e(lﬁmu}"t_2 e w) - 27 (1+ioiu+ioow) (5.11)
2m
i
t—ytm t_'l‘:,Tm': : -
F(e oz g * ;u.r) = %e’““y_””}r(l +ioyw) . (5.12)
T

Koriste¢i Parsevalovu jednakost (teorema 1.21) za Fourierove transformacije date sa
(5.11) i (5.12) dobijamo

+0o0
/ ei”{”‘Z_y}F(l —io9v) (1 + ioyu + iogw)dv =

—0DC

2
Ty

2
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+oC
t—y+my

t—y+my -

—Do

£
o

1+:['D'1L(}”—£2€—e zd’

Sada, rijeSicemo integral na desnoj strani jednakosti (5

menuti integral svodimo na

.

(5.13)

t
13). Smjenom e”2 = s po-

+00 . +oo
t—ytmy % 144 t HL _ mz—..n'_' X mi—y
/e aroee 2 UHITG =™ gy g [ eme(lre ) i B g g
—oo 1]
. . s e . s . mi2—y
Integral u posljednoj jednakosti rjeS8avamo koristeéi smjenu s(1 +e o2 ) =h
+oc X i mo—y
me s n pltioiu i — (2 + ioyu)e =
o3¢ e m2_y y 2Higiu t= m2—yy 2Hiopu 7
0 (1+€"2) (l—l—e "2)
Odnosno, nakon sredivanja dobijamo
+o0 mo—y
1 ; I'(2 +io1u)e 2
iv(ma—y) I, o o Yl — 1 -
5 | ¢ ['(1 —ioyu)[(1 + ioyu + ioqu)dv = —— e
e O’Q(l + e 92 )

Konaéno, stizemo do izraza za uslovnu karakteristicnu funkeiju (5.8).

O

Naslici 5.1 (A) prikazana je uslovna karakteristi¢na funkeija za standardnu logisti¢ku
raspodjelu za y = 0, dok je slici 5.1 (B) karakteristicna funkcija za raspodjelu XY,

gdje je (X,Y) ~ BivLogistic(—1,2,0.1,0.2) za y = 2.

1 i CFc:flhe"l' "I u . . 1 Di
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i )
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06l | || 1 o fary | [
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| \ / \
/ |,I azf/ - \
azh / | b/ 'hll III / "._\ /
L / 0.6 / f
TN T vy
' \AS
-02 L L A Y L
10 8 6 -4 2 a 2 4 & 8 10 A0 8 & 4 2 a 2 4 & a8 10
(A) standardna logisticka raspodjela (B) logistitka raspodjela sa
za y =0 paremetrima m; = —1, mp = 2,
oy =01,0,=02zay=2

Suika 5.1: Karakterististicna funkeija za uslovnu raspodjelu
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5.3 Algoritam za numericku inverziju dvodimenzi-

onalne karakteristicne funkcije

Prvo, naves¢emo razultate kojisu dobijeni u radu [40]. Pretpostavimo da ¢ je poznata
karaktersticna funkcija i neka je F' njoj odgovarajuca funkcija raspodjele. Pokazano je

da u jednodimenzionalnom slu¢aju za funkcije F' i ¢ vazi sljedeéa relacija

F(z) = % - ;ﬁ 76(& [#D dt, (5.14)
0

gdje je Ady(t)] = y(t) + y(—1).

U radu [15] izvedena je alternativna formula za inverziju zasnovana samo na inte-
graciji realne funkcije. Funkcija gustine u tom sluc¢aju data je sa

1 +0o0

- 1 & : ..
flx)=— Re(e ™™ o(t))dt ~ ;hl gﬂRe(e“"‘l{”m'm‘(,-)(}:l(-e.-' +0.5)))

T Jo

(5.15)

za svako hy = 0.

Ako pretpostavimo da je x tacka neprekidnosti funkcije raspodjele F', tada imamo

da je

11 (. 11, =, e MEs0924(h, (44 0.5
Fz)=-— — / 1111('”70())(“ NS hlZIm(F o 11(: +0 }))):
2 2 t 2 2 &~ hi(v +0.5)

0 V=

(5.16)

za svako h; > (. Razmotrimo sada raspodjelu slucajnog vektora X = (X, X5), koja je

specifikovana svojom karakteristicnom funkeijom ¢(t;.¢2). U radu [40] data je sljedeéa

relacija
F(x1) + F(x2) N ( Je~iltizrttazs) 1
r1) + Fxs D11, ty)eHTrx1ttars
F :: .::I =5 o0 A - A » - _ H!' E£| — —
(11,12) 2 +4Tf2 \n/ h/ ( i 2 [ I’Jlfafg })( 10Lo 1

(5.17)

gdje F(x1) 1 F(x2) su marginalne funkcije raspodjele date sa (5.14).
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Koriséenjem teoreme 2 i posljedice 2 iz rada [40], posljednja relacija se moze pred-

staviti kao

+oo oo

F(x F(z. 1 h(ty. fo e~z +t2z2) 1
Fley, xo) = M _ / / RE(O( 1. 1)e )dﬂl(ﬂ,g = -

2 272 / tite

Flz)) + F(xy) 1 o= = &(by, by)eilbrz1+bax2) 1
~———= — ——hh R( - )——.
2 gt > D Re bibs 1

(5.18)

m=0wve=—n0c

gdje F'(x1) 1 F(z2) su marginalne funkcije raspodjele date sa (5.16), i by = hy(v; +0.5),
by = ha(va + 0.5) za svako hy, hy > 0. Sli¢no,

+0oo o0

1 (1 o
flxy,20) = 532 / / Re(e~tm+e2) gty t,))dtydty ~
0 —nc

+0oo +oo

1 ; .. "
~— —i(byx1+baxa) o
= Qm—QhIhZZ E Re(e O(by,b)). (5.19)

=0 vp=—0c

Algoritam je uspjesno implementiran u MATLAB repozitorijumu CharFunTool (po-
gledati [53]). Kada smo dizajnirali algoritam za numericku inverziju dvodimenzionalne
karakteristicne funkcije takode smo izveli numericki algoritam za kopula funkciju. Ovo
nam je omogucilo da racunamo, na primjer, Pirsonov i Kendalov tau koeficijent kore-

lacije.

Integrale u (5.18) i (5.19) smo ra¢unali aproksimativno, koris¢enjem numericke kva-
drature. Ova procedura zahtjeva krid¢enje Rimanovih suma na intervalima (0,7) x
(=T, T), gdje T'= N -dt je dovoljno velika gornja granica integracije u oblasti defini-

sanosti raspodjele.

Ako optimalne vrijednosti za N i T nijesu poznate mozemo prvo primijeniti dobro
poznati metod za aproksimaciju pravilo Sest sigmi. Primjenom tog metoda vrijednost
za dt moZzemo izraéunati na sljedeéi naéin: dt = 27 /(Zmaz — Tmin), gdje SU Zpee =

mean(X) + 6std(X) i z,,;, = mean(X) — 6std(X), gdje mean() ocekivana vrijednost i

std() je standardna devijacija slu¢ajnog vektora X (pretpostavljamo da postoje).

Na osnovu prethodnog, predlazemo sljedec¢u implementaciju algoritma za numericku

inverziju dvodimenzionalne karakteristicne funkcije ¢:
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korak 1: Predstaviti karakteristi¢nu funkciju ¢ sluéajnog vektora (X, X;) kao ano-

! sa dvodimenzionalnim ulaznim parametrom ¢, tj. kao funkeiju

nimnu funkeiju
koja racuna vrijednosti karakteristicne funkcije za proizvoljno t = (¢, t2). Nakon
toga, pomocu karakteristicne funkcije ¢ odrediti marginalne karakteristi¢ne funk-
cije ¢ 1 ¢ kao anonimne jednodimenzionalne funkeije sa ulaznim parametrom ¢,

i 1y, respektivno (¢1(t) = ¢([t1, 0]) 1 @a(ta) = ¢([0,12]));

korak 2: Specifikovati matricu dimenzije (N x 2) za vrijednosti z. Funkcija raspo-
djele i funkcija gustine date su na lijevoj strani u jednakostima (5.18) i (5.19).
[zracunati njihove vrijednosti u svim elementima specifikovane matrice. Alterna-
tivno, mozemo specifikovati niz dimenzije (1 x 2), gdje prva koordinata z{1}
odgovara vektoru sa mx; vrijednostima i druga koordinata x{2} je vektor ko-
ji sadrzi vrijednosti od x,. Potom ¢emo konstruisati mrezu koja sadrzi vrijed-
nosti za x pomocu ugradene funkcije u Matlabu meshgrid na sljedec¢i nacin:
r =meshgrid(z{1}, z{2});

korak 3: Izracunati matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju za slucajni vektor
X = (X1, X2) pomoéu marginalnih karakteristi¢nih funkcija. Koriséenjem metoda

konacnih razlika za numericko diferenciranje dobili smo sljedece ocjene

E(X)) — 8Im(¢1(0))  2Im(¢1(20)) N 8Im(¢1(30))  2Im(¢(49))
v 50 50 1056 2800 '

E(XD) = (205 16Re(61(0) | 2Re(01(20))  16Re(0n(35)) | 2Re(dy (45))) |

7252 552 552 31542 56042

o(X1) = \/E(X}) — E*(X))

gdje je & odabrani nivo tolerancije za numericko diferenciranje (kao zadanu vri-
jednost koristili smo § = 107*). Sliéno, racunamo E(X,) i o(X,) tako da je
E(X) = [E(X1), E(Xy)] 1 0(X) = [0(X1), o (Xo)];

korak 4: Primijeniti pravilo Sest sigmi i izracunati dt kao Sto je opisano iznad. Zatim
odrediti vrijednosti za ¢y, ts, t u kojima ¢e se racunati dvodimenzionalna karakte-
risticna funkcija kao i njene marginalne funkcije. Dobijene rezultate ¢uvamo kao

cftl, cft2 i cft kao Sto je i prikazano Matlabovim kodom:

! Anonimna funkcija je jednostavna, jednolinijska funkeija koja ne mora da se éuva u posebnoj
datoteci. Anonimne funkeije se mogu kreirati u komandnom prozoru ili u bilo kojim skriptama ili
funkeiji koju definise korisnik. Sintaksa za anonimnu funkciju je sljedeca: fnhandlevar = @ (arguments)
functionbody.
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t1 = (0.5+(0:N))*dt(1);

t2 = (0.5+(0:N))’*dt(2);
t3 = (0.5+(-N:N))’*dt(2);
cftl = cf([t1 0*t1]);

cft2 cf([0xt2 t2]);
[ttl,tt2] = meshgrid(tl,t3);
[tt1(:) tt2(:)];
ct(t);

o+
I

cft

korak 5: U specifikovanim vrijednostima x; i z, odrediti marginalne funkecije gustine
i marginalne funkeije raspodjele sluéajnog vektora (X, X,). Koristiti jednakosti

(5.15) 1 (5.16) kao i objadnjenje iz algoritma 1;

Algoritam 1 Odredivanje marginalnih funkcija gustine (pdfl) i raspodjele (cdfl)
1: E1= exp(-1i * x1 * t1°)
2: pdfl = real(E1l * cftl) * dt(1) /pi
3: cdfl = 0.5 - (imag(E1l * cftl ./ t1) x dt(1)/ pi)

korak 6: Odrediti dvodimenzionalne funkecije raspodjele (edf) i gustine (pdf) kao &to

je opisano u algoritmu 2, tj. koriséenjem jednakosti (5.18) i (5.19);

Algoritam 2 Odredivanje dvodimenzionalnih funkeija raspodjele (cdf) i gustine (pdf)
1 ¢ =dt(1) * dt(2) / (2% pixpi)

2: E = exp(-ix x * t’)

3: pdf = ¢ * real(E * cft)

4: if ~ isMeshed then

5 [f1,f2] = meshgrid(cdfl,cdf2)

6

7

8

9

cdf = (f1 + £2)/2 - 0.25
. else
: cdf = (cdfl + cdf2)/2 - 0.25
. end if
10: cdf = cdf(:)
11: ¢ftt = cft ./ t(:,1) ./ t(:,2)
12: cdf = cdf - ¢ * real (Excftt)

korak T: Odrediti interpolante od dvodimenzionalnih funkcija gustine i raspodjele ko-
ris¢enjem dvodimenzionalne baricentriéne interpolacije.
Algoritam InterpBarycentric2D visi interpolaciju proizvoljne dvodimenzionalne
funkeije, na osnovu vrijednosti funkcije koje su date n xm dimenzionalnom matri-

com, recimo fun01d. Matricu (fun01d) smo racunali za sve kombinacije pocetnog
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niza tacaka = (x01d) i y (y01d). Algoritam koristi dekompoziciju matrice fun01d
na singularne vrijednosti (SVD). Rezultat je faktorizacija ove matrice na tri ma-
trice tako da fun0ld, «m = Unxn Snxm VL.

T X

gdje su U i V ortogonalne matrice,
i T je oznaka za transponovanje matrica. Algoritam izvrsava baricentriénu inter-
polaciju kolona matrica U i V. Rezultat je N x M dimenzionalna matrica funlew
koja sadrzi interpolirane vrijednosti ulazne funkcije, koju smo izracunali za sve
kombinacije novih koordinata xlNew i yNew. Alternativno, rezultat moze biti vektor
koji sadrzi vrijednosti od funNew ¢ija duzina zavisi od broja parova u navedenim

kombinacijama xyNew = {xNew, yNew};

korak 8: Odrediti interpolante za marginalne kvantilne funkcije (QF1 QF2) na osnovu

kojih dobijamo odgovarajuée kvantile za bilo koju vjerovatnoéu iz intervala (0, 1).
QF je izracunata iz preracunatih (poznatih) vrijednosti xGiven i cdfGiven, gdje
je xGiven vektor koji sadrzi vrijednosti od x u kojima smo prera¢unali funkciju
raspodjele i cdfGiven je vektor koji sadrzi vrijednosti od funkcije raspodjele u

tatkama xGiven. Evaluacija je zasnovana na baricentricnoj interpolaciji;

korak 9: Generisati kopula funkeciju raspodjele (CopulaCdf) i kopula funkeiju gustine

(CopulaPdf) za date uy, uy € (0,1). Prvo, u koraku 8, odrediti kvantilue funkcije
QF1 i QF2 za marginalne raspodjele u tackama u; i up. Koristeé¢i posljedicu 1.1,

kopulu funkciju raspodjele mozemo definisati kao
CopulaCdf(ul, u2) = F(QF1(uy), QF2(us)),

gdje je F' dvodimenzionalna funkcija raspodjele slu¢ajnog vektora X. Zatim, u ko-
raku 7, pomocu baricentricne interpolacije generisati ineterpolant kopula funkcije
raspodjele. U algoritmu 3 prikazani su najznacajni koraci. InterpBarycentric2D
je funkcija kreirana u koraku 7 koja interpolira kopula funkciju raspodjele, na
osnovu n x m dimenzionalne matrice koja sadrzi vrijednosti od dvodimenzionalne
funkeije raspodjele Zedf (predstavljene kao fun01d u koraku 7). Dvodimenzional-
na funckija raspodjele se izracunava u svim kombinacijama od xy i x2. Algoritam
3 izracunava dvodimenzionalnu funkeciju raspodjele u novim tackama QF1(u;) i
QF2(uy). Sliéno, ako u InterpBarycentric2D koristimo dvodimenzionalnu funk-

ciju gustine od slu¢ajnog vektora X, mozemo generisati kopula funkciju gustine.

5.4 Algoritam za generisanje slucajnih brojeva

U ovom poglavlju opisac¢emo postupak za generisanje slucajnih brojeva iz dvodi-

menzionalne slucajne velicine koja je specifikovana svojom karakteristicnom funkcijom.
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Algoritam 3 Kopula funkcija raspodjele

1:
2:
KH
4

5
G:
T
8:

9:
10:

if iscell(ul2) then
ul = u12{1}
u2 = ul2{2}
x1New = QF1(ul)
x2New = QF2(u2)
x12New = {x1New, x2New}
else
x12New = [QF1(ul2(:, 1)), QF2(ul2(:, 2))]
end if
CopulaCdf = InterpBarycentric2D(x1l, 22, Zcdf, x12New)

Koristili smo metod koji se zasniva na koris¢éenju uslovne karakteristicne funkecije, sto

se prvi put javlja u literaturi, Sto je detaljno opisano u radu [26].

Opis algoritma: Algoritam se zasniva na koris¢enju marginalne i uslovne karakteri-

sticne funkeije (koje su poznate ili izvedene iz dvodimenzionalne karakteristicne
funkcije). Potom se aproksimiraju trazene kvantilne vrijednosti (vrijednosti uzor-
ka) iz raspodjele koris¢enjem odgovarajuéih alogoritama za interpolaciju. Tacnije,
interp?2 se korisiti za brzu dvodimenzionalnu interpolaciju i interp1 ili vise pre-
ciznija barocentri¢na inverpolacija (InterpBarycentric) se koriste za jednodi-

menzionalnu interpolaciju.

Prvo deklari$imo ulazne vrijdnosti:

e nPts je broj tacaka koriséen za uspostavljanje inicijalnih vrijednosti za vjero-
vatnoéu koje su izvedene koriséenjem Cebigovljevih ta¢aka sa intervala [0.1].
Ako nije navedeno, tada je nPts = 101.

e nTrapRule je broj tacaka koris¢en za trapezoidnu integraciju. Ako nije na-
vedeno, onda je nTrapRule = 2°.

e chebyPts je broj Cebisoljevih tacaka koriséen u kalkulacijama za kreiranje
vektora , & € [Lmin, Tmax), U ¢jim vrijednostima raéunamo funkeiju ras-
podjele koja je specifikovana svojom karakteristicnom funkcijom. Ako nije
navedeno, onda je chebyPts = 2%,

e SixSigmaRule je mnozitelj standardne devijacije kojim definisemo pravilo za
ocjenjivanje domena definisanosti raspodjele. Ako nije navedeno, uzimamo
da je SixSigmaRule = 6.

Dakle, imamo sljedeée korake.

1. Generisati nPts CebiSovljeve tacke (druge vrste) u datom intervalu (domen
= [0,1]), zajedno sa vektorom vrsta €iji elementi su tezine za Clenshaw-

Curtis kvadraturu (preko datog intervala [0, 1]).
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2. Za odredivanje kvantilnih vrijednosti marginalne sluéajne velié¢ine X, (ne-
prekidna, jednodimenzionalna raspodjela) koja je specifikovana preko svoje
karakteristicne funkeije za integraciju koristiti Gil - Pelaez formulu za inver-
ziju (5.16) sa Rimanovom sumom. Kvantile slucajne veliéine X, ra¢unamo u

vektoru ¢iji elementi su Cebisovljeve tacke od [xMin,xMax] obima chebyPts.

3. Tzvesti uslovnu karakteristicnu funkciju iz dvodimenzionalne karakteristicne
funkcije, tj. karakteristicnu funkciju slucajne velicine X7 pod uslovom X, =
x5. U specijalnom slu¢aju, eksplicitni oblik uslovne karakteristiéne funkeije je
poznat, u suprotnom uslovna karakteristiéna funkcija moze se izracunati nu-
mericki u odredenim vrijednostima njenog argumenta ¢, kao sto je predloZeno
u [7]. Koristiti brzu Gil-Pelaez inverziju (5.16) sa Rimanovom sumom za iz
rac¢unavanje kvantila od uslovne raspodjele X;| X, = xs.

4. Koristiti ugradene funkeije u Matlabu interpl i interp2 za brzu jednodi-

menzionalnu i dvodimenzionalnu linearnu interpolaciju i generisati sluc¢ajni

vektor.

X2
X1

interp1(pr0ld,x_2,pNew(:,2));
interp2(p101d,p201d,x_1,pNew(:,1),pNew(:,2));

gdje je pNew = rand(N,2) i pr0ld predstavlja Cebisovljeve tacke generisane
u prvom koraku, [p101d,p201d] = meshgrid(pr0ld). Ovdje z; je matrica
kvantilnih vrijednosti za uslovnu raspodjelu sluéajne velicine X, koja je
izracunata u svim vrijednostima pr01d, pod uslovom za sve vrijednosti iz

xy, = QF2(pr01d).

5. Na kraju, mozemo izraéunati Pirsonov koeficijent (p) kao p = corr (X1,X2);

5.5 Kopula funkcija, Spirmanov ro i Kendalov tau

za dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu

U ovom poglavlju prikazacemo kopula funkciju koja odgovara dvodimenzionalnoj

logistickoj raspodjeli koja je data preko svoje karakteristiéne funkeije (5.3).

U tabelama 5.1 i 5.2 prikazane su srednje vrijednosti za Spirmanov ro, Kendalov tau
i Pirsonov koeficijent korelacije. Generisali smo 1000 uzoraka and izra¢unali smo sred-
nje vrijednosti korelacionih koeficijenata zajedno sa njihovom standardnim greskama.
Mozemo uociti da vrijednosti za standardne greske u tabelama 5.1 1 5.2 su veoma male.

Ovo sugeriSe da je nas algoritam za generisanje slucajnih brojeva veoma precizan.
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TaBELA 5.1: Srednje vrijednosti za Kendalov tau, Spirmanov ro i Pirsonov koeficijent
korelacije u sluéaju dvodimenzionalne logisticke raspodjele sa parametrima m = [1; 3]
iec=1010,3]

Pirsonov koeficijent korelacije Kendalov 7 koeficijent  Spirmanov p koeficijent

N T se T se T se

50 0,4896 5,5015e — 04 0,3302  4,0342e — 04  0,4660 5, 3125e — 04
100 0,4970 2,7323e — 04 0,3338  1,9624e — 04 0,4745  2,6168e — 04
500 0,4983 5, 7171le — 05 0,3318  3,9233e — 05 04755 5, 2646e — 05
1000 0,4993 2,9782e — 05 0,3329  2,027% — 05 04774  2,7115e — 05
2000 0,5000 1, 4399 — 05 0,3337  9,5740e — 06 04787  1,2818e — 05
5000 0,4997 5, 8147e — 06 0,3331 3,9854e — 06 04780 5, 3636e — 06
10000 0,5001 2, 9187e — 06 0,3334  1,9570e — 06  0,4784  2,6235e — 06

TABELA 5.2: Srednje vrijednosti za Kendalov tau, Spirmanov ro i Pirsonov koe-
ficijent korelacije u sluéaju dvodimenzionalne logisticke raspodjele sa parametrima
m=[-1;2]i o =[0,5;0,8]

Pirsonov koeficijent korelacije Kendalov 7 koeficijent  Spirmanov p koeficijent

N T se T se T se

50 0,4887 5.5030e — 04 0,3294  4,0163e — 04 0,4649  5.2974e — 04
100 0,4973 2, 7295e — 04 0,3338  1,9565e — 04 04747  2.6118e — 04
500 0,4983 5, 7142¢ — 05 0,3318  3,9228¢ — 05 04755  5.2652¢ — 05
1000 0,4990 2, 8935e — 05 0,3330 1,9725e — 05 04776  2,6229e — 05
2000 0,5013 1,4262¢ — 05 0,3339  9,9633¢ — 06 04790 1,3370e — 05
5000 0,4999 5, 5453e — 06 0,3334  3,8690e — 06 04784  5,2173e — 06
10000 0,5000 2, 9076e — 06 0,3334 1,9331e — 06 0,4784  2,5876e — 06

Dokazali smo da je Prisonov koeficijent korelacije konstantan za bilo koju vrijed-
nost prametara (teorema 5.2). Iz pomenutih tabela dobijenih na osnovu numerickih
simulacija, mozemo zakljuciti da Spirmanov p i Kendalov 7 imaju takode konstantne
vrijednosti, tj. ne zavise od vrijednosti parametara dvodimenzionalne logisticke raspo-

djele.

Na slikama 5.2-5.5 prikazane su kopula funkcija raspodjele i kopula funkcija gustine

dobijene pomocu algoritma 3.

Koristenjem algoritma za numericku inverziju karakterisiticne funkeije koji smo opi-
sali u poglavlju 4.2 mozemo generisati funkciju gustine, funkciju raspodjele za dvo-
dimenzionalnu logisticku raspodjelu koja je specifikovana karakteristicnom funkecijom
(2.4).

Na slikama (5.6) - (5.7) prikazane su kopula funkecija gustine i kopula funkeija ras-

podjele za dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu sa parametrima m; = my = 0,
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SLika 5.3: Kopula funkcija dvo-
dimenzionalne logisticke raspodjele

sa parametrima m = [1;3] i ¢ =

SLIKA 5.2: Kopula funkcija gusti-
ne dvodimenzionalne logisticke ras-
podjele sa parametrima m = [1;3] i

o=10,1;0,3] [0,1;0,3]
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Svtika 5.5: Kopula funkeija dvodi-
menzionalne logisticke raspodjele sa

parametrima m = [-1;2] i ¢ =

Suika 5.4: Kopula funkcija gusti-
ne dvodimenzionalne logisticke ras-
podjele sa parametrima m = [—1: 2]

io=][0,50,8 [0,5;0,8]

g1 = 0y = 11p=0,5a njene funkcije gustine i raspodjele prikazane su na slikama

(5.10) - (5.11), respekitivno.
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SLIKA 5.6: Kopula funkcija gusti-

ne dvodimenzionalne logisticke ras-

podjele sa parametrima m = [0,0],
o=[1,1ip=0,5
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SLika 5.7: Kopula funkeija dvodi-

menzionalne logisticke raspodjele sa

parametrima m = [0,0], ¢ = [1,1] i
p=10,5
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Suika 5.8: Kopula funkcija gusti-
ne dvodimenzionalne logisticke ras-
podjele sa parametrima m = [0, 1],

o=12,2ip=0,9 p=0,9

Svtika 5.9: Kopula funkeija dvodi-
menzionalne logisticke raspodjele sa
parametrima m = [0,1], o = [2,2] i

Pogodnost karakteristi¢ne funkcije (2.4) je ta §to mozemo generisati logisticku ras-
podjelu za razlicite vrijednosti Pirsonovog koeficijenta p € (—1,1). Na slikama (5.8) -
(5.9) prikazane su kopula funkcija gustine i kopula funkcija raspodjele za dvodimenzi-
onalnu logisticku raspodjelu sa parametrima m; =0,my =1, 0y =0, =21 p=10,9a

njene funkcije gustine i raspodjele prikazane su na slikama (5.12) - (5.13), respekitivno.

Upotrebom algoritama za numericku inverziju moZemo generisati raspodjelu line-
arne kombinacije nezavisnih dvodimenzionalnih logistickih slucajnih vektora cija je
raspodjela specifikovana karakteristicnom funkcijom (2.4). Neka je ¥ = oX + bZ,
gdje je a = (0,5;0,25) i b = (0,25;0,5), X = (Xq,Xs) ~ BivLogistic(2,2,1,1),
Z = (Z1,Zy) ~ BivLogistic(3,1,2,2) i p = (0,5;0,9). Na slikama (5.14) - (5.15) pri-
kazane su funkcija raspodjele i funkija gustine slucajne velicine Y, dok su na slikama
(5.16) - (5.17) prikazane njene kopula funkcija raspodjele i gustine.
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SLikA 5.10: Funkeija gustine dvodi-

menzionalne logisticke raspodjele sa

parametrima m = [0,0], o = [1,1] i
p=05

PDF Specified by the CF

SLika 5.11: Funkecija raspodjele

dvodimenzionalne logisticke raspo-

djele sa parametrima m = [0,0],
o=[1,1ip=0,5

CDF Spaecified by the CF

SLikaA 5.12: Funkeija gustine dvodi-

menzionalne logisticke raspodjele sa

parametrima m = [0,1], o = [2,2] i
p=109

CDF Specified by the CF

SLikA  5.13: Funkeija raspodjele

dvodimenzionalne logisticke raspo-

djele sa parametrima m = [0,1],
c=1[2,2]ip=0,9

PDF Specified by the CF

SpikA 5.14: Funkeija raspodjele li-

nearne kombinacije nezavisnih dvo-

dimenzionalinih logisticki raspodije-
ljenih sluéajnih vektora

SLIKA 5.15: Funkcija gustine line-

arne kombinacije nezavisnih dvodi-

menzionalinih logisticki raspodijelje-
nih sluéajnih vektora
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SLIKA 5.16: Kopula funkcija ras- SLIKA 5.17: Kopula funkcija gustine
podjele linearne kombinacije neza- linearne kombinacije nezavisnih dvo-
visnih dvodimenzionalinih logisticki dimenzionalinih logisticki raspodije-

raspodijeljenih sluéajnih vektora ljenih sluéajnih vektora

5.6 Dvije zavisne logisticki raspodijeljene slucajne
velic¢ine

U ovom poglavlju razmotricemo raspodjelu linearne kombinacije dvije zavisne logi-

sticki raspodijeljene slucéajne velicine sa zajednickom dvodimenzionalnom logistickom

raspodjelom, koja je specifikovana karakteristicnom funkeijom (5.3). Neka je Z =
aX+8Y, pri éemu (X,Y) ~ BivLog(my, ma,o1,02), o, 8 € Rimy.ma €R, 01,00 > 0.

Primijetimo, da je raspodjela slucajne velicine Z nastala trnasformacijom slucajnog

vektora (X,Y). Uvedimo pomoénu sluéajnu velicinu V' = X. Sistem jednaéina

z=ar+ By, v==1r

ima samo jednu inverziju

dx i
I 5 9:| 1 0 _E
|8y @y |_a 1] 3
Ay dz i 3 ,

Primjenom teoreme 1.1 sada je

Jvz(v,z) = fxy (1-‘; 2) |J], (5.20)
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pa funkeiju gustine slucajne velicine Z = aX + Y nalazimo kao marginalnu funkciju
iz (5.20):

fz(2) =70 /fxy( )n’r'—ljl /ny(::,zﬁ‘”)d.:. (5.21)

Integral iz (5.21) rjeSavamo numericki, gdje funkeiju gustine definisanu sa (5.20) izvodi-

mo koris¢éenjem algoritma 2. Na slikama 5.18 1 5.19 prikazana je funkcija gustine slucajne
velicine Z = aX+0Y,zaa = 21 0 € {3, =3}, respektivnoi (X,Y) ~ BivLog(0,2, 1, 2).

0.085 0.05
0.045
0.03F
0.04
0.025 0.035
ooz o.03r
0.025
L LY 0.02
001 b 0.015
0.01
0.005
0.005F
(?20 15 10 5 [} 5 10 15 20 25 30 0'10 30 20 10 L] 10 20 30
Suika  5.18:  Funkeija  gustine Stika  5.19:  Funkcija  gustine
slucéajne velicine Z = 2X + 3Y, gdje sluéajne velicine Z = 2X — 3Y, gdje
je (X,Y) ~ BivLog(0,2,1,2) je (X,Y) ~ BivLog(0,2,1,2)
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Glava 6

Primjena na realnim podacima

U ovom poglavlju koristicemo raspodjelu linearne kombinacije logistickih slucajnih
velicina za modelovanje finansijskih podataka i pokazati njenu upotrebu za iz

racunavanje nekih finansijskih instrumenata.

Portfolio predstavlja skup finansijske imovine koja je sastavljena od razli¢itih fi-
nansijskih ilmumenata. (zalihe, obveznice, kes, stopa povrata). Odnosno to je skup ili
kombinacija razli¢itih hartija od vrijednosti, koje su u vlasnistvu finansijskih institucija

ili individualnih lica.

Neka se portfolio sastoji od n hartija od vrijednosti, tj. od n aktiva (roba, zaliha i sl)
{X1, Xy, ..., X, }. Zakljuénu cijenu svake aktive X;, i = 1,2, ..., n u trenutku ¢ ozna¢imo

sa p;. Prinos hartije od vrijednosti od vremena t — 1 do vremena ¢ definisemo kao

PP

Pr—1

R, (6.1)

Iz finansijske literature [2] je poznato da stopa prinosa portfolija je ponderisani
prosjek prinosa na hartije od vrijednosti u portfoliju, a ponderi su odredeni udjelom
hartija od vrijednosti u portfoliju. To znaci da se stopa prinos portfolija moze izraziti kao
konveksna linearna kombinacija stopa prinosa hartija od vrijednosti. Odnosno, portfolio

P se izracunava kao linearna kombinacija aktiva, tj.

P=a X1+ axXo+ ...+ a, X,

T
gdje sua;, i =1,2,..,n tezinski koeficijenti (ponderi) za koje vazi > a; = 1.

1=1
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Stopa prinosa portfolija P je
Rp = ﬂ-lRl + ﬂ.2R2 + ---ﬂ-nRu:

gdjesu R;, i =1,2,...,n stope prinosa pojedinacnih hartija od vrijednosti.

6.1 Primjer 1

Portfolio koje se sastoji od dvije razlicite hartije od vrijednosti moze se izraziti kao
Z =aX 4+ 3Y,

giesu 0 < a <110 < 8 <1 tezinski koeficijenti portfolija koji predstavljaju udio

aktiva X i Y u portfolio respektivno i o« + 3 = 1.

U ovom primjeru razmatrali smo da su teZinski koeficijeniti jednaki, tj. da sva-
ki konstituent u portfoliju investira u istoj proporciji, a to je 0,5. Sa sajta https:
//orfe.princeton.edu/~jqfan/fan/classes/504.html preuzeli smo zakljuéne mje-
secne cijene akcija preduzeéa Jonson&Jonson i General Electric u periodu od 1. januara
1990. do 1. janmara 1999. godine. Mozemo pretpostaviti da su zakljuéne cijene akeija

za dva preduzeca nezavisne jer su to dvije razlicite industrije.

Oznacéimo sa X 1Y prinos akcija od Jonson&Jonson i General Electric respektivno.
Najprije smo izracunali stope povrata Rx i Ry koristeéi formulu (6.1). Sljedeéi korak
je da provjerimo da li dobijeni uzorci dolaze iz logisticke raspodjele. Ocijenili smo
nepoznate parametre koristeéi metod maksimalne vjerodostojnosti. To je odradeno u
statistickom softveru R koris¢enjem funkcije optim, a pocetne vrijednosti odredili smo

pomocu metoda momenata.

U testu Kolmogorov-Smirnova primjenili smo butstap metodu sa 10000 ponavaljanja.
Za vise detalja o izratunavanju Kolmogorov - Smirnov statistike moze se pronaci u [52].
Ocjene parametara sa standardnim greSkama (se) kao i rezultati testa dati su tabeli
6.1.

TaBELA 6.1: Ocjene nepoznatih parametara sa se za logisticku raspodjelu i butstrap
vrijednosti za Kolmogorov - Smirnov test statistiku Dpgop 1 Prooe vrijednosti

Stope povrata it (se) 8 (se) Dot Phoot
Rx 0,0256 (2,045e —07) 0,037 (1,847e —05) 0,0849 0,6729
Ry 0,0418 (6,098 —07) 0,037 (1,894e —05) 0,1736 0,0710
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Na osnovu butstrap statistike (Kolmogorov - Smirnov test statistike i p vrijednosti)
mozemo da zakljucimo da stope povrata za aktive X i Y dolaze iz logisticke raspodjele,

kao sto je prikazano na slici 6.1,

@ - e
n w
- - - [ |
z 3
e =
n - o
o 'j o
a = L
T T T T T T T T
=01 0.0 0.1 02 0.1 o0 0.1 0.2
* ¥

SLika 6.1: Histogram i funkcija gustine za Rx i Ry.

Podaci za portfolio Z su dati u tabeli 6.2. Koristec¢i teoreme 3.2 i 3.3 znamo da se
raspodjela za Z moze prikazati u obliku Foxove H funkcije. U statatistickom softveru
Mathematica, koristeéi metod maksimale vierodostojnosti ocijenili smo parametre Fo-
xove H funkcije. Koristili smo relaciju (1.22). Dobili smo sljedece ocjene gy = 0,0254,
fto = 0,0410 1 5, = B, = 0, 0428 i vrijednost za logaritamsku funkciju vjerodostojnosti
je 160.4. Histogram stope prinosa portfolija Z i raspodjela od Z prikazani su na slici
6.2.

Jedna od osnovih finansijskih kalkulacija je oéekivana stopa prinosa portfolija i stan-

dardna devijacija portfolija. Ocjena za ocekivanu stopu prinosa porfolija je

i + [t

= (), 0332.
5 ), 033

Dakle oéekivana stopa prinosa portfolija je 3,32%.

Standardna devijacija portfolija pomaze u odredivanju riziénosti investicije u odno-
su na oéekivanu stopu prinosa. Portfolio koji ima visoku (nisku) standardnu devijaciju,
podrazumjeva da je rizik protfolija visok (nizak), a prinosi portfolija su (manje) stabil-

niji. Ocjena za standardnu devijaciju portfolija je

TV 3
6

B2+ B2 = 0,0549.
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TABELA 6.2: Podaci portfolija Z

0,00795  0,11825 0,00250 0,10210
0,10225  0,03835 -0,10260 -0,05840
0,03915  0,06820 0,06030 0,16100
0,06800  0,16580  0,00095  0,02545
-0,00220  0,04360  0,01790 -0,04390
0,08350 -0,02425 0,20450 0,01610,
-0,00665 -0,02190 0,03810  0,00890
-0,01045  0,08875 -0,01510 0,01500
0,06870  0,04610  0,02430 -0,01050
-0,02865 0,04165  0,06940  0,02315
-0,00785 -0,00100 0,05695 -0,01480
0,08260  0,02490  0,06010  0,03130
-0,03755 -0,04335  0,06660  0,05705
-0,03305  0,11410  0,02705  0,01270
0,05910  -0,04085 0,07870  0,06155
0,01970  0,02810 0,08910  0,02650
0,00675  0,07830 -0,02020 0,08880
0,06555  0,06210  0,03795  0,11560
-0,02115  0,01585  0,01580  0,06195
0,04085 -0,04365 0,03765  0,07140
0,02865  0,07805 -0,05400 0,12010
-0,00515  -0,05640  0,15460  0,03470
0,07860  0,02190 -0,09240  0,05660
-0,02235  0,12000  0,02380  0,04295
0,06465  0,04450 -0,01310 -0,02770
0,08450  0,01405 -0,10170 0,06805
0,07665  0,01490  0,08355  0,02690

6.2 Primjer 2

Koristili smo EuStockMarkets skup podataka koji je dio standardne R instalacije
[46]. Skup podataka EuStockMarkets sastoji se od dnevnih zakljuénih cijena glavih
evropskih akcijskih ideksa od 1991 do 1998, ukljuéujuéi German DAX (Ibis), Swiss
SMI, French CAC i UK FTSE. Koriséenjem (6.1) konvertovali smo zakljuéne cijene od
DAX, SMI, CAC i FTSE u stope povrta Rpax, Rsari, Rocac 1 Rprse respektivno.

Ocigledno je da su ove slucajne veli¢ine nezavisne.

Sljedeci korak je da provjerimo da li dobijeni uzorci dolaze iz logisticke raspodjele. Pr-
vo smo ocijenili nepoznate parametre koridéenjem metoda maksimalne vjerodostojnosti.
To je odradeno upotrebom R funkcije optim, a pocetne vrijednosti su dobijene pomocu

metoda momenata. U tabeli 6.3 date su ocjene i odgovarajuce standarde greske (se).
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SLIKA 6.2: Histogram i funkcija gustine za stopu povrata portfolija Z

Imajuci u vidu da imamo ocijenjene parametre logisticke raspodjele, direktna primje-

TaBELA 6.3: Ocjene nepoznatih parametara sa se za logisticku raspodjelu i butstrap
vrijednosti za Kolmogorov - Smirnov test statistiku Dy, 1 Ppoye vVrijednosti

Stope povrata fi (se) 8 (se) Dot Phoot

Bpax 0,0022 (2e — 04) 0,0048 (e — 04) 0,0164 0,9002
Rgnr 0,0032 (2,3647e — 04) 00,0047 (9,8522¢ —05) 0,0102 0,9996
Reac 0,0077 (2,3299¢ — 04) 0,0047 (9,9632¢ — 05) 0,0162 0,9095
Rprse 0,0059 (2,3439 — 04) 0,0047 (9,7920e — 05) 0,0149 0,9526

na Kolmogorov - Smirnov testa ne bi bila prikladna. Da bi izhjegli ovu nedosljednost,
koristi¢emo butstrap metod sa 10000 replikacija. Za vise detalja o izracunavanju Kol-
mogorov - Smirnov statistike D i p vrijednosti pomoéu butstrap metoda pogledati [52].
Rezultati su prikazani u tabeli 6.3. Na osnovu butstrap statistike (Kolmogorov Smir-
nov test statistike Dyoor 1 Proa Vrijednosti) zakljucujemo da sve stope povrata dolaze iz

logisticke raspodjele, sto je i prikazano na slici 6.3.

Uzimajuéi u obzir sve navedeno, mozemo uvesti sluc¢ajnu velicinu definisanu kao

konveksnu linearnu kombinaciju stopa povrata kao
Y =c1Rpax + caRsyi + esBeoac + ¢ Rersk, (6.2)

gdje su¢; € [0,1] zasvako i =1,2,3,41 ¢1+ ca+ ¢35 + ¢4 = 1. Pretpostavljamo da su
svi ponderi jednaki, tj. ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0,25. Ova pretpostavka je bila prirodna

i njene prednosti su sveobuhvatno opisane u [30]. Takode u slucaju kada komponente
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SLika 6.3: Histogram i funkeija gustine sljedeéih podataka: a) Rpax, b) Rsar, ¢)
Rcac id) Rersg.

portfolija nijesu jednako ponderisane, tehnika optimizacije moze dovesti do beskonacne
petlje ili je vrijeme izvrsavanje veoma dugo. Moze se postaviti pitanje da li se konstante
1, €2, c3, ¢4 mogu smatrati nepoznatim i kako ih procijeniti. Naime, konstante se mogu
smatrati nepoznatim, ali treba postaviti neka dodatna ogranicenja portfolia da bi se

dobile njihove procjene. Vise detalja o ovom pitanju moze se naéi u [9].

Po teoremi 4.1 obje funkcije gustine i raspodjele slucajne velicine Y su izrazene
preko Foxove H funkcije. Iako se parametri za Foxovu H funkeiju mogu lako dobiti
koriéenjem rezultata iz tabele 6.3, mi éemo ocijeniti parametre za Foxovu H funkeiju
koriS¢enjem metoda maksimalne vijerodostojnosti. Za ove potrebe koristimo u softveru
Mathematica funkciju FindMaximum. Tako da, dobijamo sljedece ocjene p; = 0,0023;
pte = 0,0033; p5 = 0,0079; g4 = 0,0060 1 3; = 0, 0048 za svako i = 1,2, 3,4. Vrijednost
logaritamske funkcije vjerodostojnosti je £ = 2019,11. Ove ocjene imaju veoma bliske

vrijednosti ocjenama iz table 6.3.
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Sada preostaje da implementiramo butstrap tehniku u cilju da provjerimo da li
funkeija raspodjele (4.3) odgovara sluéajnoj veliéini Y. Ovaj test bio je veoma naporan,
jer za njegovo izvriavanje bilo je potrebno viSe od 3 sata u Hewlett Packard mas3ini sa
Intel Core i5 3230M procesorom. Na kraju dobili smo Dyyee = 0.01478 1 ppoer = 0.9114.
Dakle, mozemo zakljuéiti da vjerovatnosna raspodjela ¢ija funkcija raspodjele je data
sa (4.3) je dobar izbor. Takode, rezultati prikazani na slici 6.4 poklapaju se sa butstrap
rezultatima.

D¢ ] L
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60 i
=
W
40+ \ -
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0 _E"‘/ N o " o edlo - ; L —
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y

SLika 6.4: Histogram i funkcija gustine za slucajnu velicinu ¥
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Glava 7

Test maksimalne vjerodostojnosti
za dvodimenzionalnu logisticku

raspodjelu

Test maksimalne vjerodostojnosti jedan je od kljuénih alata u analizi podataka.
Ovaj test je veoma dobro izucen u jednodimenzionalnom slucaju, ali kada se radi sa
viSedimenzionalnim podacima éini se da postoji nedostatak metoda za raspodjele koje
nisu Gausove. S druge strane, istrazivaci iz razlicith oblasti postavljaju pitanje pri-
kladnosti Gausove raspodjele u modeliranju odredenih empirijskih podataka koji ¢esto

pokazuju teze repove od onih koji se océekuju po Gausovoj pretpostavcei.

Razmotrimo sluéajni vektor X ~ BivLogistic(my, ma,c1,02), m1,mz € R, a1,09 >
0 i neka je raspodjela od slucajnog vekotra X specifikovana sa karakteristicnom funk-

cijom (5.3).

Koristedi (5.3) razvi¢emo test maksimalne vjerodostojnosti za testiranje nulte hipo-

teze
H, : X ~ BivLogistic(my, ma, 01,02),za neke my, my € Rioy, o0 > 0.

protiv opste alternativne.

Familija dvodimenzionalnih logistickih raspodjela
BL = {BivLogistic(my, ma,01,02) : m1,ma € R 01,00 >0}

je invarijantna u odnosu na afine transformacije primjenjene na slucajni vektor X =
¢ ). ako je d , za svaki realni dvodimenzionalni
X1, Xo), tj. ako je X € BL = X +d € BL, ! Ini dvod 1
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vektor d i realni keoficijent 5 > 0. Kako je familija BL zatvorena u odnosu na afine
transformacije, razmotri¢emo test statistiku koja ukljucuje standardizovane podatke
Zy=(2},73), j=1,2,....n, takve da

Z; = N3 (X;—m), j=1,2,..n,

- 2
gdje su (rh, ¥) odgovarajuée ocjene parametara (m,X), m = (mi,ma), & = (? :2)
2
U odnosu na hipotezu Hy, podaci Z;, j = 1,2,...,n, za veliko n imaju priblizno
BivLogistic(0,0,1,1) raspodjelu.

Predlazemo dvije test statistike

+oC +0o
Law=n / / (

—00 —0o

(;'I)n.(" 1: ’2)
O(tl i tl)

2 2
- 1) W@tg)dtldﬂg: (7.1)

+oo oo

I I 2 &
Roe =1 [ [ 1oa(tnt) = 0ltss ) Wt o)t (7.2)
om0
noo .

gdje je ¢n(ty,ty) = n7 1> it Z+it2Z3 empirijska karakteristicna funkcija izra¢unata

J=1
za standardizovane podatke Z;, j = 1,2,...,n, ¢(t1,12) je karakteristicna funkcija za
dvodimenzionalnu karakteristicnu funkeiju zadata sa (5.3) i W(.) oznacava tezinsku
funkeiju koja se uvodi u cilju konvergencije integrala (7.1). Test statistku (7.2) izveli
smo na osnovu transformacije jednakosti (2.7) za dvodimenzionalni slucaj. Slicna test
statistiku statistici (7.1) moze se naéi u radu [13], s tim zbog uproséavanja numerickog
racuna odlucili smo da posmatramo kvadrat kolicnika empirijske i teorijske karakteri-

sticne funkcije.

Po uzoru na radove [13] i [25], kao i zbog optimizacije numeric¢kih proraéuna
za tezinsku funkciju W(-) uzeli smo specijalni slucaj Gausovske tezinske funkcije
Wt ts) = e 6+ ¢ > 0. U nastavku disertacije za test statistike (7.1) i (7.2)
koristimo oznake T, , i R,, , redom.

dn(t1,ta)
B(L1,t2)

2
Neka je Dr, (t1,t2) = - L

Test statistiku iz jednakosti (7.1) mozemo zapisati kao

+oo oo

Toa =10 / j |Dr, (1, t2)|* e+ dt, dt, . (7.3)

=
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Primjenom Ojelore formule (1.16) dolazimo do

|6(t1, £2)[* = D1 — ity )T(L — ity)D(1 + ity + ity)
ottty + o)

= ) 7.4
sinh(wty) sinh(wty) sinh(w(ty + 12)) (7.4)
Koristedi da je )
|(;'I)n(t1:t2)|2 = R’e(‘}l)n(tth))z + Iln((}l)n(tl: tQ))Z
i
1 T
Re(o,(ty,ts)) Zcm (hZ] + 6, Z7)
J 1
dolazimo do sljedeceg rezultata
N . .
Ot ) = = 3 cos(ts (22 = 23) + (22 = 22)). (75)
) Jk=1
Kako je
. 4 2
. (-'7n.@t2) ou(tl t?)
D, (ty, ta)|* = | 2= — 2|2 +1
1P 8 = | ) o(tr,12)
koristeéi (7.4) i (7.5) izraz u (7.3) moZemo zapisati kao
. 4o oo o o o o
ot Z Z f f cos(14(Z) — ZL) + (2} — Z)) cos(l(Z} — Z}) + (2} = Z}1))
""_n‘H Gl ) P+ 1y)2
% sinh?(mty siuh?[rrh)amh (7r(ts + t2))e —alti ) g (I, —
+oo 4o
O3 ty( tq Z — Zz z
2 lf f cos(fa( f . f)l—:—h[) ) sinh(wrty ) sinh (7)) siub (7 (¢ + 2))e ~alt T3 g ity +
+00 400
+nffe'““f“%’rftlrftg.

Da bismo izracunali prvi integral u gornjem izrazu razvili smo funkeiju kvadrat hiper-
bolickog sinusa u red:
o3 223—1:1’,23

sinh?z = Z —, r € R.

(2s)!

s=1
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Dakle, ako oznacimo 1 = Zj — Zy, y1 = Zf —Zliay =2 - Z}, yo = Z} — Z} imamo
da je

+o0 420

a8ty + os(tirs + tay , ‘ y T
I =f f cosftuz, ‘F#_;.T,(f:‘}(:}‘;{}ll,u o) sinh®(rty) sinh® (mwta) sinh®(w (8 + 12))e " dty dty
frtalta fa )

—o0 —00

+o0 400
PR R e S it cos(tyry + tary) cos(tyas + tays) B2 (1, 4 1y e+ g i,
=222 C (2s)  (2p)!  (2q)! 1263 (ty + 1,)° 1+ 1) diydts

s=1 p=1 g=1

—o0 —20

20 o0
r)’e—l ’sr)’p—l ’pr)’q—l ’q et

=ZZZ o) Bl ) f /u}s{h:. +tgr ) cos(tyag 4 f;i;;}f"‘_'f’i’_ (t) + )"f_'r_““ i+ Jrh‘ dty
25)! 2p)! q)!

—00 —00

Po binomnoj teoremi, moguée je izraz (t1+t,), stepenovan sa bilo kojim nenegativnim

cijelim brojem, predstaviti u formi:

2(q-1)
2(q—1 _
(b + )20 = > (( z ))f*fﬁ‘f“

[=0

Dakle sada dobijamo sljededi izraz

LN i | 2e-lnds 92p—ln2p 920-1 2 2] (Q(r; — 1))
1 = [y P & ©
. — (29! (2p! (29)! l

=0

X / /cos(!,l:rl + by o8ty 2y + toy,)t 3 H AP 214 ol (BH2) ¢, dt,
oc oc

U cilju izracunavanja integrala [; definiSemo sljedece leme.

Lema 7.1. Neka je _
Ji(e, 9) :/ e~ cos(te) dt.

oo

Tada je

|
. - 1y g + 1 —r f(da) _2 E ('_
'}71((':9) - []‘ + ( 1) ]2(1(9+1}/2F ( 2 Fl 2'24a )’

gdje je 1 Fi(-, ;) Kumerova konfluentna hipergeometrijska funkeija definisana sa

@(a b-z):i(a)ka
14710, U (

k=0 D) k!

gdje (a)r predstavija k-ti rastuéi faktorijal ili Pochhammerov simbol.

Dokaz. Dokaz slijedi iz formule 3.952.8 u [16]. O
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Lema 7.2. Neka je _
Jo(d, h) = / the= sin(td) dt.

Tada je
d h+2 2 1-h 3 d&
_ h+1 —d? /(4a) .
JZ(d: h’) - [l + (71) N ]2{},{"*+2}an1—‘ ( 2 ) & lFl ( 2 :5: 4”) .
Dokaz. Dokaz slijedi iz formule 3.952.7 u [16]. O

Primjetimo da za g neparno, J1(¢,¢) = 01 da za h parno, Jo(d, h) = 0.

Teorema 7.1. Neka je
7= / / L%‘”_QHLEPHQ_E_4e_““¥+£5] cos(tyxy + tayr) cos(tyma + tayn) diy dis.
—0oo J —oo
Tada, tmamo da je

1
T = 5 {Ji(xy — 29,28 =2+ DJi(yn — o, 2p+ 2 — L — 4) + Ji(xy + 20,25 — 2+ 1)

X Sy +y2,2p+2¢ — 1 — 4) — Jolwy — 22,25 — 2+ 1) Jo(y1 — 40, 2p +2¢ — 1 — 4)
—Jo(xy+ 22,25 =2+ 1) Jo(yy + y2, 2p +2g — 1 — 4)}.

Dokaz. Koris¢enjem trigonometrijskih identiteta kao i lema 7.1 i 7.2 dolazimo da

zeljenog rezultata. O

Teorema 7.2. Neka je
T = /oc. /oc. 1%‘"‘”lﬁ{“q}_ie_“”f“f} cos[zity + yita) dty dis.
Tada, imamo da je
J = N(x1,2s+ D h(yp, 2(p+q) — 1) — Jo(x1,25 + 1) Jo(y1, 2(p + q) — 1)

Dokaz. Koriséenjem trigonometrijskih identiteta kao i Lema 7.1 i 7.2 dolazimo da
trazenog rezultata. g
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Dakle, iz teoreme 7.1 slijedi da integral I; mozemo zapisati u obliku

3 (Q(q - 1})

— l

X (e — 20,28 = 24 Dl —y2, 2p+ 2 — L — 4) + (1 + 20,25 — 2+ 1)

X Ji(yr + oy, 2p 42 — 1 —4) — Jo(wy — 20,25 — 24+ D) Sy — 1o, 2p+ 29— 1 — 1)
—Jao(wy + 29,28 =2+ 1) Jo(yy + 42, 2p+2g — 1 — 4)}.

22& 2 28 22;9—1 ZpQZr;—l 2q

ZZZZ N 2p) (29!

s=1 p=1 g=1

Sljedeci integral

(0% f — I 4ty 2% = 22
I = / / 1 DRAE] A}) sinh(mt, ) sinh(mty) sinh (7 (£, + f2}}9’“” +0thdr2
f1f-2(f-1 -+ f-g}

—00 —20

izratuvamo na slican na¢in. Nakom primjene sli¢nih tehnika kao u prethodnom slu¢aju

dobijamo
2y +oo oo
_I._u+1 —}1+1 -4;+1 ")q a1, 2t 2g-1 —“U 2
= %;; _°s+1 ojf"" 1) ['7(,1+1 yan ( ) f cos rlfl + fhf'.- f ty 2 (H dta.
Dalje, primjenom teoreme 7.2 slijedi da je
o oo oo 2541 2+l 2g+1 2
m T Z (2(;){
=222 T, 25+ D) (. 20+ ) — 1)
= (2s+ 1) (2p+1)! (2r;—|—1).£=n

— Jo(w1, 28 + 1) (41, 2(p + ¢) — )}

Na kraju, posljednji integral iz izraza za test statistiku 7,, , ima vrijednost:

+oo oo

2y nm
Ii=n / / e T E) gt dty = — .
a

—0C —02C

Teorema 7.3. Neka je slucajni vektor X = (X, X)) ~ BivLogistic(0,0,1,1). Tada
kada n — o

2 2
o)\
/ / (h o | T dndn. (16)

skoro sigurno, gdje je ¢(t1,ts) karakteristicna funkcija slucajnog vektora X i C' je ma-
trica kovarijacije definisana u (5.7).
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Dokaz. 1z (7.3) imamo da je

+oo +oo
T ) 0
”"‘://|DTN(f.l,f.g)|2e—““f“ﬁ}ch.,dr,2.
n

Kako je
(."I)n("l:!'ﬁ) ‘4 o«

('I)(’l, ’2)

koristedi izraz (7.5) dobijamo sljedeéu ocjenu

. 1 2
|Da, (11, )]* < (1+.—) -
|@("1 ) !'2) |2

Na osnovu teoreme 2.7.8 iz [50] imamo da je gornja ocjena za karakteristiénu funkeiju

G'I)n(!'l : !2) ‘2

2 __
| Dr, (t1., t2)* = ot 1)

[.l ata sa

totT

2

lp(t)] > 1~ , te R

Tada iz posljedice 5.1 slijedi da je
2

T . .
|ty t2)| =1 — ‘(—5(f,f + s+ 12).

Dakle, dobijamo da je

T +o0 oo 1 2
=2 < / / 1+ - 5 e~ B E) gt dt. (7.7)
n (1 — =(t} + tity + 13))

Integral iz nejedankosti (7.7) rjeSsavamo uvodenjem polarnih koordinata. Za r € (0, o)

i € (0,2r) dobijamo

+00 +00
L —a(t?+2)
1+ , 5 | e TR ddty =
Tl'z . .
e - 1——_(1,f+f.11.2+f.5))
) 2
> 5 - 2) re= " drdyp.
— Zr2(L+sin pcos p))

Daljim rjesavanjem dolazimo do sljedeceg rezultata

2 ’
1 -
/ . : 5 | dy=2m.
(1 —=r%(1 +sinpcosy))

0
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Dakle,

2
+00 +oo
1 —a(i24+42)
1+ 5 5 | e T dldty =
[P :
o Jxo (1 —(_—5(1,f+1.11.2+1.§))
2 T
= QTF\/T’(:’_WA =—, a>0. (7.8)
a
0

Oznac¢imo sa S,, uzoracku kovaracionu matricu. Tada
1 1
Sn? = C72, kada n — o,

skoro sigurno. Iz teoreme 3.2.1 iz [50] empirijska karakteristicka funkeija ¢, (t1, 2) kon-
vergira uniformno ka ¢ (¢, tz) na svakom kompaktnom podskupu od R?. Dakle, imamo
da zat € R2
_1 1 — _1
on(t) = exp{—'iSn 2!??,;}— Z exp{?lSn 2 !,TXJ-} — E‘XI){_?:C_%f,TE(X) }q-')(C‘%!,T):
n
i=1
(7.9)
skoro sigurno kada n — oc.

Sada (7.6) slijedi iz (7.7), (7.8) 1 (7.9), primjenom Lebegove teoreme o dominantnoj

konvergenciji. O

Razmotrimo sada test statistiku

+0oC 00

Ru,u =n / / |(}I7u(’.1: ’2) — (.5(’1} f,g)lzt’_u{{'%_'_!'i}dﬂldﬂg. (71[))

—DC —C

Neka je Dg, (t1,t2) = |dn(ti,t2) — ¢(t1, t2)|. Slican rezultat kao u Teoremi 7.3 mozemo
izvesti i za test statistiku datu sa (7.10).

Teorema 7.4. Neka je slucajni vektor X = (X, Xy) ~ BivLogistic(0,0,1,1). Tada
kada n — oc

2 : .
b (C‘%(nljf,g)T) — ¢(ty, ﬂg)‘ e~ M) gt dty. (7.11)

skoro sigurno, gdje je ¢(t1,t2) karakteristiéna funkcija slucéajnog vektora X i C' je ma-
trica kovarijacije definisana u (5.7).
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Dokaz. 1z izraza (7.10) imamo

+oo oo
Ruu : : :
o / / |(-"I)n(f'1: f'Q) - (."I)(f'l: f'Q)lz e_u{tf-'_&ﬁ]dﬂldﬂ% (712)
T

takode primijetimo da je
|Gnlts, t2) — B(t1, ta)|* < 4.

Dalje je,

Rupa _ An
<L oaso. (7.13)
T a

Sada kao sto je pokazano u dokazu teoreme 7.3, iz (7.9), (7.12) i (7.13), primjenom

Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji dolazimo do rezlutata (7.11). O

7.1 Kriti¢ne vrijednosti

Pod pretpostavkom da je hipoteza Hj tacna raspodjele test statistika definisanih sa
(7.3) 1 (7.10) su komplikovane za analiticko izracunavanje. Zbog toga, kritiéne vrijed-
nosti test statistika su izraéunate pomoéu Monte Karlo simulacije. Koristi¢emo sljedeée

korake da odredimo kriticne vrijednosti predloZenih test statistika:

korak 1: Generisati uzorak X, X,, ..., X,, obima n iz standardne dvodimenzionale lo-
gisticke raspdjele, tj. X; ~ BivLog(0,0,1,1), i = 1,2, ... n, koristéi algoritam koji

smo opisali u poglavlju 5.4;
korak 2: Izracunati vrijednosti predlozenih test statistika na osnovu uzorka

(X1, Xy, .. X,). Koristeéi jednakost (7.3) kreirati odgovrajuée algoritam za nu-

mericko izracunavanje test statistike, kao sto je prikazano Matlabovim kodom,

F = @(t,aa) (abs(cf2DEmpirical(t,data) ./ ...
cf2DLogistic(t)).”2 - 1).72 .* WeightFunction(t,aa);
@(x,y) reshape(F([x(:),y(:)],a),size(x));

n * integral2(fun,timin,tlimax,t2min,t2max);

fun
T

gdje data oznaéava (n x 2) dimenzionalnu matricu u kojoj su dati podaci u ko-
jima izracunavamo test statistiku i funkcija WeightFunction izracunava Gauso-
vu tezinsku funkciju. Algoritmi Cf2DEmpirical i cf2DLogistic koji izracunava
dvodimenzionalnu empirijsku karaktersiticnu funkciju i dvodimenzionalnu logi-
sticku karakteristi¢nu funkciju datu sa (5.3), respektivno, implementirani su u
MATLAB repozitorijumu CharFunTool, pogledati u [53]. Na sli¢an na¢in nume-

ricki izracunavamo test statistiku definisanu sa (7.10).
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korak 3: Ponavljati krake 1 - 2 10000 puta i odrediti (1 — «)100% percentil za pre-

dloZene test statistike.

za test statistiku T, ,

10 < n < 1000 za nivo znafajnosti v € {1%,5%, 10%} date su u tabali 7.1. Vrijednost
parametra a kontroliSe brzinu opadanja teZinske funkeije exp(—a(t? +t2)). Za velike

Kriti¢ne vrijednosti zasnovane na 10000 uzoraka obima

vrijednosti parametra a tezinska funkcija brze tezi ka nuli i posljediéno u vrijednosti-
ma test statistika 7, , 1 R, . u okolini (¢1,t3) = (0,0) dominira ponadanje Dr, (t;,5)
i Dg, (t1,t2), respektivno. Dok za male vrijednosti parametra a doprinos Dy, (t1,t52)
i Dpg (t1,t2) u vrijednostima test statistika izvan okoline (#;,¢;) = (0,0) takode je
znacajan. Za nivo znaéajnosti 5% i obim uzorka n € {30,40, 50,70, 100} u tabeli 7.2
date su kriticne vrijednosti za test statistiku 7}, , za vrijednost parametra a € {1,5, 10}

i date su kriticne vrijdnosti za test statistiku R, , za razlicite vrijednosti parametra a.

TaBeLA 7.1: Kritiéne vrijednosti za test statistiku 7}, , za nivo znacajnosti a €
{0,1;0,05;0.01}, 10 <n < 1000 i a € {2;3}

a=2 a=3

n a=10,1 o =10,05 a=10,01 a=10,1 a=0,05 a=0,01

10 1,0494e +09  1,4146e +09  2,4670e +09 1,9603¢ +04  2,7617e + 04 4, 7295e + (04
20 5,3753e +08 T7,2385e + 08 1,276Te+09 1,0063e +04 1,4224e+04 2,6279% + 04
30 3,014le +08  4,9243e¢ + 08  8,09836e +08 6,7431le +03  9,4212¢ + 03 11,7415+ 04
40 2,6883e +08 3,7628e¢ + 08  6,6250e +08 5, 1480e +03  7,2930e + 03 1,3962¢ + 04
50 2,1549% + 08  3,0296e + 08 5,33064e +08  4,1048e +03 5, 718Te + 03 1,1023e + 04
60 1, 8146e + 08 2,5196e + 08  4,6611le +08  3,4556e + 03  4,9712e + 03 9,2745e +03
70 1,5021e + 08 2,1660e +08 3,7539% + 08  2,9853e¢ + 03  4,2233e +03 58,4093 + 03
80 1,3733e + 08  1,9129¢ + 08 3,3694e + 08  2,5474e + 03  3,6561e +03 6,8356e + 03
90 1,2221e + 08  1,7054e + 08  3,1818e + 08  2,2850e + 03  3,2839% + 03 06,1419+ 03
100 1,0962e¢ + 08 1,5051e + 08 2, 8153e +08 2,0754e +03 2,8884e +03 5,4581e +03
200 5,3149e +07  7,2924e + 07 1,3923e +08 1,0857e+03 1,552Te+03 2,7503e +03
300 3,T184e +07  5,1468e + 07  9,0299¢ + 07 7,2308E 4+ 02 1,0293e+03 1,9153e+03
400 2,7018e +07 3,7834e + 07 6,6999¢ + 07  5,4675e +02  7,6063e +02 11,3306 + 03
500 2,2055e + 07  3,1479% + 07  5,5925e + 07 4,7178¢+02  6,5140e + 02 1,1545e + 03
600 1,8258e +07  2,5864e + 07  4,6206e + 07  3,8651e +02  5,3003e + 02  9,7225e + (2
700 1,5771le +07  2,1658¢ +07 4,079e + 07  3,557Te +02  4,9510e +02 §8,9771le + 02
800 1,3814e + 07  1,9066e +07 3,5297e +07 3,1023e + 02 4,1394e + 02 7,6054e + 02
900 1,2405e + 07 1,7433e + 07 3,1749e + 07  2,9559¢ + 02  3,9697e + 02 7,2266e + 02
1000 1,0872e +07 1,5150e +07 2,7819e +07 2,7137e +02 3,7032¢ +02 6,3918e + 02

Uporedicemo dvije predlozene statistike, na taj nacin Sto ¢emo generisati slucajne
brojeve iz razlic¢itih dvodimenzionalnih raspodjela. U simulaciji razmatrali smo 10000
uzoraka obima n € {30,40, 50,70,100} iz razli¢itih dvodimenzionalnih raspodjela. Te
raspodjele su: standardna normalna raslodjela (), standardna Laplasova raspodjela

(L) i Studentova t-raspodjela za razli¢ite stepene slobode.
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Za generisanje slucajnih brojeva iz dvodimenzionalne standardne normalne raspo-
djele koristili smo ngradenu funkciju u Matlabu mvnrnd. Za dati vektor X koji dolazi iz
dvodimenzionalne standardne normalne raspodjele, ostale raspodjele Y simulirali smo

na sljededi nacin:

1. standardna Laplasova raspodjela: Yr, = JwX;

-1
2. Studentova {,, raspodjela: Y, = (ﬁ) X oznacena sa t(m);

m

gdje w dolazi iz standardne eksponencijalne raspodjele i S dolazi iz y2, raspodjele.

SATI

TaBELA 7.2: Kritiéne vrijednosti za test statistike 15, , 1 R, za nivo znaéajnosti
a = 0.05, n € {30,40,50,100} i a € {0,5;1;2:3;5; 10}

I;J W1 I{'H.U
n a=15 a=1 a=2>5 a=10 a=0,3 a=1 a=2 a=3 a=5 a=10
300 1,5024e + 32 1,4023e + 22 12,6039 0,6638 90,2362  4,4534  1,9666 1, 1670 0,5562 0,1936
40 1,1067e + 32 9,9868¢ + 21 11, 1609 0,6380  9,0092 4,5002 19875 11735 00,5645 10,1974
50 B,8256e + 31 8,4856e + 21 10,4015 0,6607  9.4758 4,5552 20038 11763 0,5846 0,2059

700 6,3392e + 31 5,9803e + 21 10,1497 0, 7071 9.5676 4,7328 21180 12594 00,6046 0,2151
100 TARTe + 31 4,1849e + 21 9,5613 0, 7365 9.7549  4,8548 22060 13146 00,6757 0,2274

U tabelama B.3 i B.4 iz dodatka B dati su odgovarajuéi procenti odbacivanja (za-
okruzeni na najblizi cio broj) za obje test statistike i simulirane dvodimenzionale ras-
podjele. Uocavamo da za uzorke malog obima n < 40 i a = 5 test T,,, se pokazao

modnijim.

Rezultati iz glave 7 su dio rada [31].
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Zakljucak

Karakteristicne funkcije imaju veoma znacajnu ulogu u teoriji vjerovatnoce i mate-
matickoj statistici. Postoje brojne knjige i naucni radovi koji se bave matematickom
teorijom karakteristicnih funkeija i njihovim primjenama. S druge strane, jednodimenzi-
onalna logisticka raspodjela je intenzivno proucavana, posebno jer je ¢esto posmatrana
kao alternativa za Gausovu raspodjelu. Sve su to bili osnovni motivi zbog kojih smo

odluéili da se bavimo ovom temom i damo doprinos u daljem razvitku teorije i primjene.

Pocevsi od jednodimenzionalne logisticke raspodjele izveli smo funkciju raspodjele i
funkeiju gustine za linearnu kombinaciju n nezavisnih logisticki raspodijeljenih slucajnih
velicina. U tu svrhu razvili smo algoritam za numericko ra¢unanje vrijednosti Foxove H
funkcije koji se po prvi put javlja u literaturi. U cilju da provjerimo efikasnost i preci-
znost naseg algoritma za Foxovu H funkeiju razmatrali smo jos jedan pristup. Odluéili
smo se za numericko invertovanje karakteristicne funkeije, dizajnirali smo odgovarajuéi

algoritam i uporedili smo rezultate.

Za razliku od obimne literature koja je posvecena dvodimezionalnoj i
visedimenzionalnoj normalnoj raspodjeli, malobrojne rezultate mozemo pronadi za
visedimenzionalnu logisticku raspodjelu. Sto nam je bio podstrek da u nastavku dister-

tacije izvedemo neke od znacajnih rezultata za dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu.

Izveli smo izraz za karakteristicnu funkciju dvodimenzionalne logisticke raspodjele i
njenim invertovanjem dosli do njene funkcije raspodjele i funkcije gustine. U disertaciji
smo opisali algoritam kako se funkeije raspodjele 1 gustine mogu numericki izracunati
u dvodimenzionalnom sluéaju. Takode smo prikazali algoritam za generisanje slucajnih
brojeva iz dvodimezionalne raspodjele. Ovaj algoritam je zasnivan na uslovnoj karakte-
risticnoj funkciji i taj pristup se prvi put javlja u literaturi. Sto dalje omogucava prak-
ticnu primjenu kompleksnih raspodjela koje su specifikovane svojim karakteristiénim
funkcijama, putem numerickog izracunavanja njihovih funkcija raspodjela. Na taj nacin
uspostavljamo konekeiju izmedu ¢isto teorijskih rezultata i primjena.

Dalje, proucavali smo empirijsku karakteristicnu funkeiju i njene primjene u stati-

stici. Konkretno, bavili smo se pristupom empirijskih karakteristicnim funkcija u testu
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maksimalne vjerodostojnosti. Predlozili smo dvije test statistike i izracunali smo odgo-
varajuée kriti¢ne vrijednosti primjenom Monte Karlo simulacije za 5% nivo znacajnosti.
U nastavku smo sproveli simulacionu studiju i uporedili moé predlozenih test statistika.

Na kraju, modelirali smo stope povrata sa logistickom raspodjelom na stvarnim

podacima. Zatim, procijenili smo oéekivanu stopu prinosa i volatilnost portfolija.

U disteraticiji smo obradili mnogobrojne znacajne teme iz oblasti teorije vjerovat-
noca, matematicke statistike i numericke analize, Sto je omogucilo da teorijske rezultate
pretocimo u prakticne primjere. Nadam se da ¢e nas doprinos biti podstrek za dalji ra-

zvoj ove oblasti.
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Dodatak A

Algoritam za Foxovu H funkciju

DfBNIntegrate riprecw];

(#*FoxH Implementation Starts#*) (*FoxH Error Messages#)
FoxH::NegativeTol = "The tolerance is not greater than zero.";
FoxH::InconsistentCoeffs = "The coefficients are inconsistent.";

(*FoxH Default Option Values*)

FoxHDefaultFractionTolerance = 0.001;

FoxHDefaultDuplicationLimit = 50;

(*FoxHDefaultWorkingPrecision=$MachinePrecision;*)

FoxHDefaultWorkingPrecision = $MachinePrecision;

FoxHDefaultMaxRecursion = 40;

(#*FoxH Options=*)

Options [FoxH] = {FoxHMaxRecursion -> FoxHDefaultMaxRecursion,
FoxHFractionTolerance -> FoxHDefaultFractionTolerance ,
FoxHDuplicationlimit -> FoxHDefaultDuplicaticonLimit,

aoxHh‘orkingPrecision -> FoxHDefaultWorkingPrecision};

(*FoxH Function Modules*)

FoxH[a_, b
OpticnsPattern [{ FoxHMaxRecursion -> FoxHDefaultMaxRecursion,

o E_,
FoxHFractionTolerance -> FoxHDefaultFractionTolerance ,
FoxHDuplicationLimit -> FoxHDefaultDuplicationLimit,
FoxHWorkingPrecision -> FoxHDefaultWorkingPrecision}]] :=

Module [{evalmaxrec, evaltol, eva.laec, evalduplim, ra, rb, aa, ab,

ba, bb, raa, rab, rba, rbb, s, , K, L, M, Pa, Pb, Qa, Qb, j, n, m,
P, q, Z, G, R, A, B, T, Rmax, Rmin, valuel},

evalmaxrec = OptionValue [FoxHMaxRecursionl;
evaltol = OptionValue[FoxHFractionTolerancel;
evalprec = OptionValue [FoxHWorkingPrecision];

evalduplim = OptionValue [FoxHDuplicationLimit];

value = {}; A =B = {{}, {}};

ra = N[al; rb = N[bl; aa = all[1]]; ba = b[[1]]; n = Length[aal;
m = Length([bal;

ab = al[[2]]; bb = bL[2]];

raa = N[aal; rab = N[abl; rba = N[bal; rbb = N[bb];

Rmin = -Infinity; Rmax = Infinity;

If[evaltol < 0O, Message[FoxH::NegativeToll;

value = Indeterminate;
Fgurn [valuel;];
(*Hationalize the coefficients in order to use Legendre duplication \

formula=*)
raa [[All, 2]] = Rationalize[#, evaltol] & /@ aa[[All, 2]];
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rba[[A11, 2]] = Rationalize[#, evaltol] & /@ bal[[All, 2]1]1;
If[rab == {{}}, ra = raa; p = 0, p = Length[abl;
rab[[All, 2]] = Rationalize[#, evaltol] & /@ ab[[All, 2]];
ra[[A11, All, 2]] = Jeoin[{raal[All, 211}, {rab[[All, 2]1}] 1;

If[rbb == {{}}, rb = rba; g = 0, q = Length[bbl;

rbb[[A1l, 2]] = Rationalize[#, evaltol] & /@ bb[[EIl, 2]];

rb [[A11, All, 2]] = Join[{rbal[All, 211}, {rbb[[All, 211} 1;
(#Find K factor which is the least common multiple of ratiomalized \

coefficients#)

If[rab == {{}} Il rbb == {{}},
K = ApplylLcM,
Flatten[{Denominator [#] & /@ raal[[All, 211,
g Denominator [#] & /@ rbal[[Aall, 211311,
= Apply[LCM,
Flatten[{Denominator [#] & /@ ra[[All, All, 2]],
Denominator [#] & /@ rb[[All, A11, 2]11}11;];

(#*Find the coefficient and the input value according to the K \
factor*)
G = K; Z = Power[z, K];
(#*Compute the upper Alpha coefficients*)
If[p == 0, ra = Join[{ral}, {{{}}}11;
[q == 0, rb = Join[{rb}, {{{}}}11;
o[L = rall1, j, 21] K;
Z = Z Power[L, L];
G = G Sqrt[Power[L, 1 - 2 ral[l, j, 11]11/Power[2 Pi, L - 11]1;
All1]1] =
FlattenAt [{A[[1]],
1 + rall1, j, 1]1/L - Range[1, LI1/L}, {{1}, {2}}1), {j, 1, n}l;
(*Compute the upper Alpha Mellin function*)
Pa = Function[u,
Product [SetAccuracy [Gamma[1 - al[1, j, 111 - uw all1, j, 2111,
evalprec], {j, 1, n}l];
(*#*Compute the lower Alpha coefficients*)
If[p » 0, DelL = rall2, j, 211 K;
Z = Z Power[L, L];
G = G/Sqrt[Power[L, 2 ral[2, j, 111 - 1]1/Power[2 Pi, L - 11];
Al[21] =
FlattenAt [{A[[2]],
rall[2, j, 111/L + Rangel[0, L - 11/L}, {{1}, {2}}1, {j, 1, p}l;
(*Compute the lower Alpha Mellin function#)
Qa = Function[u,
Product [SetAccuracy [Gamma [a[[2, n, 1]] + u al[2, n, 2]1],
evalprec], {n, 1, p}l1, AL[2]] = {}];
(*Compute the upper Beta coefficients#)
Dol[L = rb[[1, j, 211 K;
Z = Z/Power[L, L];
G = G Sqrt[Power[L, 2 rb[[1, j, 111 - 1]1/Power[2 Pi, L - 111;
B[[1]1] =
FlattenAt [{B[[1]],
rb[[1, j, 1]1]/L + Range[O, L - 11/L}, {{1}, {2}}1, {j, 1, m}];
(*Compute the upper Beta Mellin function#)
Pb = Function[u,
Product [SetAccuracy [Gamma [b[[1, j, 111 + u b[[1, j, 2111,
evalprec], {j, 1, m}l];
(*Compute the lower Beta coefficients#)
1f[q > 0, DolL = rb[[2, j, 211 K;
Z = Z/Power[L, L];
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G = G/Sqrt[Power[L, 1 - 2 rb[[2, j, 1]]]/Power[2 Pi, L - 1]1];
BL[2]] =
FlattenAt [{B[[2]],
1 + rbll2, j, 111/L - Rangel[t, L1/L}, {{1}, {2}}1, {j. 1, q}l;
(*Compute the lower Beta Mellin function*)
Qb = Function[u,
Product [SetAccuracy [Gamma[1 - B[[2, j, 111 - uw b[[2, j, 2111,
evalprecl, {j, 1, q}¥1]1, BL[2]] = {}];
(*Numerical value check#)
A = N[A]; B = N[Bl; G = N[G]; Z = N[Z];
(#Compute the overall Mellin function#*)

If[p == 0, M = Function[u, Palu] Pblul/Qblulll;

If[q == 0, M = Function[u, Palul]l Pb[ul/Qalulll;

If[(p == 0) k& (g == o)am = Function[u, Palul Pbl[ulll;

If[(p > 0) && (q > 0), = Function[u, Palul] Pbl[ul/Qalul/Qbl[ull]l;

(*Compute the FoxH function*)

T = Length[A[[1]]] + Length[A[[2]]] + Length[B[[1]]] +
Length[BL[2]11];

If[T <= evalduplim, Print["Computing by Meijer’s G Function"];

Print [T]; walue = G MeijerG[A, B, Z],

Print ["Computing by Contour Integration"]; {Rmin,
Rmax} = {Max[-Min[b[[1, A21, 1]]1/b[[1, Al1, 2]]], -Infinity],
Min[Min[1 - al[1, Al1, 11]1/all1, Al11l, 2]]], Infinityl};

[Rmin == -Infinity, Rmin = Rmax - 2];

[Rmax == Infinity, Rmax = Rmin + 2];
If [Rmin == Rmax, Message[FoxH::InconsistentCoeffs];
value = Indeterminate;

Return[valuel;]; R = Mean[{Rmax, Rmin}];

R = Setﬁccpacy [R, evalprec];

Z = Nlz]; = SetlAccuracy[Z, evalprec];

I = N[Sqrt[-1]]; I = SetAccuracy[I, evalprec];

If [Abs[R] Infinity,

value = 2/Pi Nlntegratel
M[R + Sqrt[-1] s] Power[Z, -R - Sqrt[-1] =], {s, -Infinity,
Infinity}, WorkingPrecision -»> evalprec,
MaxRecursion -> evalmaxrec], wvalue = Indeterminate;];

1; Return[valuel;]
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Dodatak B

Tablice
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TaBeELA B.1: PDF/CDF od Y, linearne kombinacije nezavisnih logistiéki raspodije-
ljenih sluéajnih veli¢ina izracunate u zadatim tackama y, koriséenjem CharFunTool

PDF

CDF

PDF

CDF

L L
Lo o

oy R

o wmo

[

J—
oL YL XIS S
o2 P S

o

—_
—
=]

11,5
12,0
12,5

3,09117201939e-05
4,19718453427e-05
5,71372398187e-05
T, 78817150776e-05
1,06214720571e-04
1,445869636423e-04
1,97556758454e-04
2,69301434286e-04
3,6689326667Te-04
4,99478459238e-04
6,79333745761e-04
0,22865852253e-04
1,25188309161e-03
1,69518204444e-03
2,29047680188e-03
3,08666259342e-03
4.14633808959¢-03
5,54839631918e-03
7.39031656758e-03
9,78953585543e-03
1,28529491390e-02
1,68232132002e-02
2,17701956048e-02
2,78757821501e-02
3.52605906858e-02
4,39822550448e-02
5,39971135518e-02
6,51203796801e-02
7.699366T75533e-02
3,90718179242e-02
1,00641393987e-01
1,10879078825e-01
1,18948832902e-01
1,24123860262e-01
1,25907707043e-01
1,24123860262e-01

4,82412463059e-05
6.63161196174e-05
9,08951262301e-05
1,24380262381e-04
1,70037616831e-04
2,32309929796e-04
3,17238721265e-04
4,33033239807e-04
5,90835042253e-04
8.05741490179%-04
1,09816908634e-03
1,49565824027e-03
2,03524386700e-03
2,76653897014e-03
3.,75569661048e-03
5.,09042154393e-03
6.88618345839%-03
9,29371959058e-03
1,25077780395e-02
1,67768091545e-02
2,24129221351e-02
2,98008556093e-02
3.94039606085e-02
5,17643198209e-02
6.74932916356e-02
8,72482811521e-02
1,11691867582e-01
1,41431106432e-01
1,76938309865e-01
2,184595879981e-01
2,60926002868e-01
3.18879380486e-01
3.76443152997e-01
4,37344457841e-01
5,00000000000e-01
5,62655542159e-01

13.0
13.5
14,0
14,5
15.0
15,5
16.0
16.5
17.0
175
18.0
18,5
19.0
19.5
20,0
20,5
21,0
21,5
22,0
22,5
23,0
23,5
24,0
24,5
25,0
25.5
26,0
26,5
27,0
27,5
28,0
28.5
29,0
20,5
30,0

1,18948832902e-01
1,10879078825e-01
1,00641393987e-01
8,90718179242e-02
7.69936675533e-02
6,512037965801e-02
5,399711355618e-02
4,39822550448e-02
3,52605906858e-02
2,78757821501e-02
2,17701956048e-02
1,68232132002e-02
1,28529491390e-02
9,78953585543e-03
7.39031656758e-03
5,54839631918e-03
4,14633808960e-03
3.08666259342e-03
2,29047680188e-03
1,69518204444e-03
1,25188309161e-03
9,22865852253e-04
6,79333745761e-04
4,99478459238e-04
3.66893266677e-04
2.69301434286e-04
1,97556758454e-04
1,44869636423e-04
1,06214720571e-04
T, 78817150776e-05
5,71372398187e-05
4,19718453427e-05
3.09117201939e-05
2,28792218243e-05
1,70900941747e-05

6,23556847003e-01
6.81120619514e-01
7,34073997132e-01
7,81540120019e-01
8,23061690135e-01
8,08568593568e-01
8,88308132418e-01
9,12751718848e-01
9.32506708364e-01
9.48235680179e-01
9,60596039392e-01
9,70199144391e-01
9,77587077865e-01
9,83223190846e-01
9,87492221961e-01
9.90706280409e-01
9.931138165H42e-01
9.94909578456e-01
9,96244303390e-01
9,97233461030e-01
9,97964756133e-01
9,98504341760e-01
9.98901830914e-01
9.99194258510e-01
9.99409164958e-01
9,99566966760e-01
9,99682761279-01
9,99767690070e-01
9,99829962383e-01
9,99875619738e-01
9.99909104874e-01
9.99933683880e-01
9.99951758754e-01
9,99965098593e-01
9,99975010672e-01
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TaBeELA B.2: PDF/CDF od Y, linearne kombinacije nezavisnih logistiéki raspodije-
ljenih sluéajnih veli¢ina izracunate koriséenjem Foxove H funkeije

Y

PDF

CDF

]

PDF

CDF

-5,0
45
4.0
3.5
-3,0
2.5
2,0
1.5
1,0
0.5
0,0
0,5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4,0
45
5,0
5.5
6,0
6,5
7.0
&
8,0
8,5
9,0
9,5
10,0
105
11,0
11,5
12,0
12,5

3,05148709909e-05

4,1681498523e-05
5,60248142399¢-05
7,77262992087e-05
1,06101014861e-04
1,44786446916e-04
1,97495895346e-04
2,69256905675e-04
3,66860688728e-04

4,9945462463e-04
6,79316307947e-04
9,22853004449¢-04
1,25187375779%-03
1,69517521566e-03
2,29047180582e-03
3,08665803821e-03
4,14633541537e-03
5,54839436265e-03
7,39031513612e-03
97895348081 1e-03
1,28829483727e-02
1,68232126395e-02
2,17701951945e-02
2,78757818498e-02
3,52605904658¢-02
4,30822548837e-02
5,39971134335¢-02
6,51203795931e-02
7,69936671839e-02
8,90718178762e-02

1,0064139395e-01
1,10879078796e-01
1,1804883287%¢-01
1,24123860242e-01
1,25907707024e-01
1,24123860242e-01

4,887623058Te-05
6.67306592284e-05
9,12350158272e-05
1,24628032647e-04

1,70219545854e-04

2,32443034715e-4
3,17336103256e-04
4,33104486053e-04
5,90887167322e-04

8.0577962576e-04
1,09819695691e-03
1,49567865279%-03
2,035255580113e-03
2,76654959616e-03
3,75570460413e-03
5,09042739219e-03
6,88618773704e-03
9,29372272087e-03
1,25077503296e-02
1,67768105299e-02
2,24129233608e-02
2,98008565059e-02
3,94039612643e-02
5,17643203005e-02
6.74932919862e-02
8,724828140582e-01
1,11691867769e-01
1,41431106565e-01
1,76938309963e-01
2, 1845985005 2e-01
2,65926002917e-01

3,1887938052e-01
3.76443153017e-01
4,37344457851e-01
5,00000000000e-01
5,62655542149e-01

13.0
13.5
14,0
14,5
15,0
15,5
16,0
16.5
17,0
17.5
18,0
18,5
19.0
19.5
20,0
20,5
21,0
21,5
22,0
225
23,0
23,5
24,0
24,5
25,0
25,5
26,0
26.5
27,0
27,5
28,0
28.5
29,0
205
30,0

1,18948832879%-01
1,10879078796e-01

1,0064139395e-01
8,00718178762e-02
7,69936674880e-02
6,51203795931e-02
5,39971134335¢-02
4,39822518837e-02
3,52605904658e-02
2,78757818408e-02
2,17701951045¢-02
1,68232126395¢-02
1,28829483727e-02
9,78053430811e-03
7,39031513612e-03
5,54839436265¢-03
4,14633541537e-03
3,08665803821e-03
2,20047180582e-03
1,69517521566e-03
1,25187375779e-03
9,22853094449e-04
6,79316307947e-04

4,9945462463e-04
3,66860688728e-04
2,69256005675e-04
1,974958053466-04
1,44786446916e-04
1,06101014861e-04
7,77262992987e-05
5,60248142390e-05

4,1681498523e-05
3,05148709900e-05
2,23368068807e-05

1,6348724472¢-05

6,23556846983e-01
6,8112061948e-01
7,34073997083e-01
7,81540119948e-01
8,23061690037e-01
8,085685893432e-01
8,88308132231e-01
9,12751718592e-01
9,32506708014e-01
9,482356797e-01
9,605960357306e-01
9,70199143494e-01
9.,7758707663%e-01
9,8322318917e-01
9,8749221967e-01
9.,90706277279%-01
9,93113812263e-01
9.,94909572608e-01
9,96244295396e-01
9,97233450104e-01
9,9796G4741199%-01
9.,98504321347e-01
9,98901803013e-01
9,99194220374e-01
9,99409112833e-01
9.99566895514e-01
9,99682663897e-01
9.,99767556965e-01
9,99829730451e-01
9.99875371067e-01
9,99908764984e-01
9,99933219311e-01
9,99951123769e-01
9,99964230685e-01
9,99973824404e-01
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TaBeELA B.3: Procenat odbacivanja nulte hipoteze za test statistiku I, , na nivou
znacajnosti o = 5%

Ria a=05la=1|a=2|a=3|a=5|a=10
n =30 93 97 97 96 86 0
n =40 99 99 99 99 99 8

N n = 50 100 100 100 100 100 99
n="70 100 100 100 100 100 100
n = 100 100 100 100 100 100 100
n =30 99 100 100 100 99 0
n =40 100 100 100 100 100 8
L n = 50 100 100 100 100 100 100
n="70 100 100 100 100 100 100
n = 100 100 100 100 100 100 100
n =30 99 100 100 100 99 0
n =40 100 100 100 100 100 3
t(1) | n=750 100 100 100 100 100 100
n="70 100 100 100 100 100 100
n = 100 100 100 100 100 100 100
n =30 99 100 100 100 99 0
n =40 100 100 100 100 100 3
t((2) | n=50 100 100 100 100 100 100
n="70 100 100 100 100 100 100
n = 100 100 100 100 100 100 100
n =30 99 100 100 100 99 0
n =40 100 100 100 100 100 3
t((5) | n=750 100 100 100 100 100 100
n="70 100 100 100 100 100 100
n = 100 100 100 100 100 100 100
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TaBeELA B.4: Procenat odbacivanja nulte hipoteze za test statistiku 7, , na nivou
znacajnosti o = 5%

Tha a=10.5 : lla=2|a=3|a=5|a=10
n =30 5 6 7 14 99 100
n =40 5 6 7 18 100 100
N | n=50 5 6 7 22 100 100
n="70 5 6 7 3 100 100
n =100 5 6 7 63 100 100
n =30 5 6 7 11 100 100
n =40 5 6 7 13 100 100
L n = 50 5 6 7 17 100 100
n="70 5 6 7 28 100 100
n =100 5 6 7 60 100 100
n =30 5 5 7 10 100 100
n =40 5 5 7 12 100 100
t(1) | n=50 5 5 7 18 100 100
n="0 5 5 7 28 100 100
n =100 5 5 7 61 100 100
n =30 5 6 7 11 100 100
n =40 5 6 7 13 100 100
t((2) | n=50 5 6 7 18 100 100
n="T0 5 6 7 28 100 100
n =100 5 6 7 61 100 100
n =30 5 6 7 11 100 100
n =40 5 6 7 13 100 100
t((5) | n=750 5 6 7 18 100 100
n="T0 5 6 7 28 100 100
n =100 5 6 7 61 100 100
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